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naziva i tri—bar. Prvobitno ga je 1934. godine nacrtao Svedski umjetnik
Oscar Reutersvard (1915 — 2002). Popularizirali su ga 1958. godine otac
i sin, Lionel Sharples i Roger Penrose, te je po njima i dobio ime. Lionel
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Roger Penrose (1931 — ) je engleski matematicar.
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Sadrza]j

Djeljivost
1.1 Izjave i kvantifikatori . . . . . . . .. .. ... ... ... ..
1.2 Skupovi . . ...

1.3 Skupovi brojeva. . . . . ... oL
1.4 Praviladjeljivosti . . . . . . .. .. ... L.

Elementarne funkcije

2.1 Koordinatni sistem uravni . . . .. .. ... L.
2.2 Pojam funkcije . . . . ... .. ... oo
2.3 Elementarne funkcije . . . . . .. ..o 0oL
2.4 Linearna funkcija . . . . . . . .. ... ...
2.5 Kvadratna funkcija . . . . .. .. L o000

Jednacine i nejednacine

3.1 Osnovni pojmovi . . . . . .. ... ...
3.2 RjeSenje jednacine i nejednacine . . . . . .. .. ... ...
3.3 Graficko rjeSavanje jednacina i nejednacina . . . . . . . ..
3.4 Ekvivalentnost jednacina i nejednac¢ina . . . . . . . ... ..
3.5 Jednacine i nejednacine s apsolutnim vrijednostima . . . . .
3.6 Linearne jednacine i nejednacine . . . . .. ... ... ...

Stepeni i korijeni

4.1 Stepeni s prirodnim i cijelim eksponentom . . . . . .. . ..
4.2 Korijeni . . . .. ... o
4.3 Stepeni s racionalnim eksponentom . . . . . .. .. ... L.

=N



vi

SADRZAJ

5 Logaritmi

5.1 Pojam i definicija logaritma . . . . . . ... ... ..
5.2 Osobine logaritama . . . . . ... ... ........

6 Brojevne sredine

6.1 Dokazi nekih nejednakosti . . . . .. ... ... ...
6.2 Nejednakosti izmedu brojevnih sredina . . . . . . . .

6.3 Primjena nejednakosti izmedu brojevnih sredina

7 Aritmeticki i geometrijski nizovi

7.1 Pojammniza ... ... ... ... .. .
7.2 Aritmetickiniz . . ... ..o
7.3 Geometrijskiniz . .. ... ...

Bibliografija



PoGLAVLJE 1

Djeljivost

1.1 Izjave i kvantifikatori . .. ... ... ... .. .. 2
1.2 Skupovi . ... . it

1.3 Skupovi brojeva . ... ... ... . . 000, 12
1.4 Pravila djeljivosti . . ... ............. 19

U matematici se, kao i u svakoj drugoj nauci, pored rijeci i izraza iz svakod-
nevnog zivota, ¢ije nam je znacenje poznato, koristimo i raznim strucnim
rije¢ima i izrazima Cije nam znacenje nije poznato. Takve rijeci i izraze
treba objasniti pomoé¢u drugih poznatih i jednostavnijih pojmova. To su
tzv. osnovni (primitivni) pojmovi i oni se ne definiraju. Osim os-
novnih pojmova postoje i definirani pojmovi koji se definiraju (opisuju)
pomoc¢u osnovnih i prethodno definiranih pojmova. Definicija je (uglav-
nom) recenica kojom uvodimo novi pojam i sastoji se iz dva dijela. Jedan
dio je onaj koji se definira i naziva se definiendum, a drugi je onaj ko-
jim se definira i naziva se definiens. Tako je u definiciji ” Paralelogram je
cetverougao kojem su suprotne stranice paralelne.” definiendum paralelo-
gram, a definiens je cetverougao kojem su suprotne stranice paralelne. Na-
pomenimo jos da je definicija geneticka ako izrazava nacin nastanka pojma
koji definira, a suStinska ako se u njoj navode bitna svojstva pojma koji
se definira. Kako postoje pojmovi koje ne mozemo definirati, tako postoje
i tvrdnje koje ne mozemo dokazati. Takvu tvrdnju nazivamo aksiom. To
je vrlo jednostavna tvrdnja koju moramo prihvatiti bez dokaza.

Jos od Euklida (pretpostavlja se da je roden oko 330. god. pr.n.e. a da je
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2 1. DJELJIVOST

umro oko 275. god. pr.n.e.) i njegovih Elemenata napisanih u 13 knjiga,
svaka se matematicka disciplina nastoji izgraditi prema uzoru na Euklidovu
geometriju. Princip je da se polazi od jednostavnih pojmova koji se ne de-
finiraju (osnovni pojmovi) i tvrdnji koje se ne dokazuju (aksiomi), a da se
svaki novi pojam (koji nije osnovni) definira pomoéu poznatih (osnovnih
i prethodno definiranih) pojmova, te da se svaka nova tvrdnja (koja nije
aksiom) dokazuje pomoc¢u aksioma i prethodno dokazanih tvrdnji. Takav
nacin izgradnje je deduktivan, jer ostale pojmove koje definiramo i tvrd-
nje koje dokazujemo izvodimo logi¢kim zaklju¢ivanjem iz osnovnih pojmova
i aksioma. Za razliku od dedukcije, koja je metoda gdje se iz opéih prin-
cipa koje smo prihvatili izvode pojedinacni zakljucci, indukcija je metoda
kojom posmatrajuci pojedine slucajeve otkrivamo opéa svojstva. Indukcija
ima veliko znacenje u izgradnji matematike, jer nam pomaze da dodemo
do osnovnih pojmova i aksioma, ali je njena slabost u tome Sto ona ne
obuhvata sve pojedinac¢ne sluc¢ajeve nego samo odabrane.

Teorem je tvrdnja Cija se istinitost dokazuje, tj. izvodi logickim za-
klju¢ivanjem iz definicija, aksioma i ve¢ dokazanih tvrdnji. U formulaciji
teorema se mogu razlikovati dva dijela i to pretpostavka i tvrdnja (teza).
U pretpostavci se navode uvjeti pod kojim treba da vrijedi ono §to se tvrdi
u tvrdnji. Kada kazemo ” Ako je x paran broj, onda je i njegov kvadrat
paran broj.” onda je pretpostavka da je x paran broj. Tvrdnja za koju
postoji jednostavan i kratak dokaz se naziva propozicija. Tvrdnja koja
sama za sebe i nije od nekog posebnog interesa, nego sluzi kao pomoc¢na
tvrdnja u dokazu vaznije i slozenije tvrdnje, se naziva lema. Tvrdnja koja
je jednostavna i neposredno slijedi iz neke upravo dokazane tvrdnje se na-
ziva korolar (posljedica). Dokaz korolara je, uglavnom, toliko ocigledan
da se najcesce izostavlja.

Svaka matematicka disciplina koja je izgradena na opisani nacin predstav-
lja aksiomatski sistem ili aksiomatsku teoriju, tj. kazemo da je ona
izgradena aksiomatskim pristupom.

1.1 Izjave i kvantifikatori

Definicija 1.1. Iskaz (izjava, sud) je svaka izjavna recenica koja ima
smisla 1 koja moZe biti samo istinita ili lazna.

Tako je, na primjer, re¢enica ” Danas je ponedjeljak.” iskaz, jer mozemo
ustanoviti da li je ona lazna ili istinita, dok recenica ” Ponedjeljak.” nije
iskaz, jer ne mozemo ustanoviti da li je ona lazna ili istinita. Iz definicije
je vidljivo da upitna recenica ne moze biti iskaz.
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Svaki iskaz ima svoju istinitosnu vrijednost koja moze biti istina
(tacno) ili laz (neistina, neta¢no). Oznaka za istinitosnu vrijednost
iskaza koji je tacan je 1 ili T (¢ita se "te”), dok je oznaka za istinitosnu
vrijednost iskaza koji je lazan 0 ili L (Cita se "ne te”).

Iskaze ozna¢avamo malim pisanim slovima engleskog alfabeta (p, g, 7, s, . ..).

Ako je iskaz p istinit, onda to zapisujemo 7(p) = 1 ili 7(p) = T. Analogno
tome, ako je iskaz ¢ lazan onda to zapisujemo 7(¢) = 0 ili 7(¢) = L. Treba
napomenuti da se oznaka 7 Cesto izostavlja ukoliko je iz konteksta jasno o
¢emu se govori.

Definicija 1.2. Negacija iskaza p je iskaz —p koji je istinit ako i samo
ako je iskaz p laZan.

Negacija iskaza p, u oznaci —p, se ¢ita: "nije p”, "ne p” ili "non p”.
Definicija 1.3. Konjunkcija iskaza p i iskaza q je sloZen iskaz p A q, koji
je istinit samo u slucaju kada su i iskaz p i iskaz q istiniti.

Konjunkcija iskaza p i iskaza ¢, u oznaci p A q, se ¢ita: "p i ¢” ili "p et ¢”.

Definicija 1.4. Disjunkcija iskaza p i iskaza q je sloZen iskaz pV q, koji
je istinit ako je bar jedan od iskaza p i iskaza q istinit.

Disjunkcija iskaza p i iskaza ¢, u oznaci pV g, se ¢ita: "p¢li ¢” ili "p vel ¢”.

Upravo navedena disjunkcija se naziva jos i ukljuciva ili inkluzivna di-
sjunkcija, jer je ovdje, za razliku od svakodnevne upotrebe veznika ili,
vrijednost iskaza p V ¢ istinita i u slucaju kada su oba iskaza, i p i ¢, tacni.
Svakodnevna upotreba veznika ili ima isklju¢iv smisao, jer se kod istinitosti
iskaza p ili ¢ podrazumijeva da je samo jedan od iskaza p i ¢ tacan. To je
tzv. iskljuciva ili ekskluzivna disjunkcija. Njena oznaka je p Y ¢ i Cita
se "ili p ili ¢”. Iskaz p Y q je istinit samo u slucaju kada je tactno jedan od
iskaza p i q tacan.

Definicija 1.5. Implikacija iskaza p i iskaza q je sloZen iskaz p = q, koji
je laZan samo u sluc¢aju kada je iskaz p istinit, a iskaz q laZan.

7

Implikacija iskaza p i iskaza ¢, u oznaci p = ¢, se Cita: ”p povlaci q”,
"p implicira ¢” ili " ako je p onda je q”. U ovom sluc¢aju kazemo da je p
dovoljan uvjet za ¢, a da je ¢ nuzan (potreban) uvjet za p.

Definicija 1.6. Ekvivalencija iskaza p i iskaza q je sloZen iskaz p < q,
koji je istinit ako iskaz p 1 iskaz q imaju istu istinitosnu vrijednost.
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Ekvivalencija iskaza p i iskaza ¢, u oznaci p < ¢, se ¢ita: " p je ekvivalentno
q’, " p je jednakOUTZJedno kao i q”, 7 p je ako i samo ako je q”,” p je onda 1
samo onda kada je ¢”. U ovom sluc¢aju kazemo da je p nuzan i dovoljan
uvjet za q.

Istinitosne vrijednosti navedenih iskaza se vrlo jednostavno mogu prikazati
pomocu istinitosne tablice (tablice istinitosti) na sljedeéi nacin.

’p\qHﬁp\p/\q\qu\qu\péq\péq\
00| 1 0 0 0 1 1
0|11 1 0 1 1 1 0
1{0] 0] o0 1 1 0 0
11/ 0 1 1 0 1 1

U matematickoj terminologiji se vrlo ¢esto koriste rije¢i svaki i neki koje
se nazivaju kvantifikatori ili kvantori. Zbog $to jednostavnijeg pisanja
uvedene su i posebne oznake za kvantifikatore. Tako postoje univerzalni
kvantifikator V (svaki, ma koji, bilo koji, ...) i egzistencijalni kvanti-
fikator 3 (postoji, neki, bar jedan, ...). Ukoliko je izbor jedinstven tada
se egzistencijalni kvantifikator oznacava s 3! (postoji ta¢no jedan, postoji
jedan i samo jedan).

1.2 Skupovi

Skup se smatra osnovnim nedefiniranim matematickim pojmom. Pod poj-
mom skupa podrazumijevamo neku cjelinu (kolekciju) odredenih objekata.
Ti objekti, koji ¢ine skup, se nazivaju elementima tog skupa i mogu biti
nabrojani pojedinac¢no ili opisani nekom zajednickom osobinom. Skupove
¢emo oznacavati velikim Stampanim slovima engleskog alfabeta. Ukoliko je
rije¢ o skupovima brojeva, onda za njih koristimo standardne oznake: N
(prirodni brojevi), Z (cijeli), Q (racionalni), I (iracionalni), R (realni) i C
(kompleksni).

Istaknimo da za svaki objekt z nastupa tac¢no jedna od sljedece dvije
mogucnosti, i to z je element skupa A, tj. x pripada skupu A, u oznaci
x € A ili z nije element skupa A, tj. x ne pripada skupu A, u oznaci = ¢ A.

Cinjenica kojom se istice odnos skupa i njegovih elemenata je vrlo bitna,
jer je svaki skup potpuno odreden svojim elementima. To znaci da su dva
skupa A i B jednaki, u oznaci A = B, ako i samo ako su sastavljeni od
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jednakih elemenata, Sto zapisujemo
A=B & (Vz)(r€e A & z€B).

Sam pojam zadavanja skupa je vezan za nacin opisivanja pripadnosti
odredenog objekta tom skupu. Skup mozemo zadati na sljedeéi nacin:

e Popisivanjem svih njegovih elemenata;

A={a,5,-2,z}

e Zapisivanjem samo nekoliko elemenata skupa, ukoliko je iz toga jasno
koji su sve elementi tog skupa;

B =1{0,2,4,6,...}

e Zadavanjem nekog karakteristi¢nog svojstva koje je zajednicko za sve
elemente skupa;
C={zr:x<25zecN}

e Pomocu Vennovog dijagrama.

Korisno je medu skupovima posmatrati i skup koji nema elemenata. Takav
se skup naziva prazan skup i oznacava simbolom (). Ponekad se za prazan
skup koristi i oznaka { }. Ipak, treba napomenuti da su skupovi A = ) i
B = { } prazni skupovi, dok skup C' = {0} nije prazan skup, nego je to
skup koji ima jedan element (njegov element je prazan skup). Kako je za
dva skupa koji nemaju elemenata formalno ta¢na desna strana ekvivalencije
koja govori o jednakosti skupova, to imamo da postoji samo jedan prazan
skup.
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Ako su A i B skupovi sa svojstvom da je svaki element skupa A ujedno i
element skupa B, onda kazemo da je skup A podskup skupa B (A C B),
odnosno da je skup B nadskup skupa A (B 2 A). Relaciju C nazivamo
inkluzija i piSemo

ACB =3 (Vz)(r € A = z € B).

Ako je skup A podskup skupa B, ali A nije jednako B, onda kazemo da
je skup A pravi podkup skupa B (A C B), odnosno da je skup B pravi
nadskup skupa A (B D A), tj.

ACB =3 (Vz)(re A = € B)A(Jy)(y ¢ A,y € B)).
Napomenimo da za svaki skup A vrijede sljedeée dvije inkluzije i to
NCA i ACA.

Za dani skup A mozemo posmatrati skup svih njegovih podskupova, u
oznaci P(A), koji se naziva partitivni skup skupa A. Prema prethodno
reCenom imamo da partitivni skup ne moze nikada biti prazan. Ako skup
A ima n elemenata, onda njegov partitivni skup ima 2" elemenata.

Primjer 1.1. Ako je A ={a,A} i B =10, onda vrijedi

(4) = {0.{a},{A},{a, A}},

(B) = {0,{0}},

PP(A) = {0,{0}, {{a}}, {{A}} {{a, A3, {0 {a}} {0, {A}},
{0, {a, A3}, {{a}, {4}, {{a} {a, A3} {H{A) {a, AL,
{0, {a}, {2}}, {0, {a}, {a, A}}, {0, {A}, {a, A}},
{{a}, {8}, {a, A} {0, {a}, {2} {a, A},

P(P(B)) = {0,{0},{{0}}.{0,{0}}}.

P

e,

¢

Pojam podskupa se koristi i u definiciji jednakosti dvaju skupova. Tako za
dva skupa A i B kazemo da su jednaki ako je A C Bi B C A. Provjerom
istinitosti ovih dviju inkluzija se provjerava ili dokazuje jednakost dvaju
skupova.

Za svaka dva dana skupa A i B se pomoc¢u skupovnih operacija mogu
formirati novi skupovi.
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Definicija 1.7. Neka su A i B dani skupovi.

1. Pod unijom skupova A i B podrazumijevamo skup AUB ¢iji elementi
mmaju svojstvo da pripadaju bar jednom od skupova A i B.

AUB={z :x€ AVz € B}

2. Pod presjekom skupova A i B podrazumijevamo skup A N B éiji
elementi imagju svojstvo da pripadaju i skupu A i skupu B.

ANB={z :x€ ANz € B}

3. Pod razlikom skupova A i B podrazumijevamo skup A\ B koji se
sastoji od onih elemenata skupa A koji ne pripadaju skupu B.

A\B={z :z€ ANz ¢ B}

4. Ako je B C A, onda razliku A\ B nazivamo komplement skupa B
u odnosu na skup A i oznacavamo s

CyB.

AUB A\B ANB B\A C.B

U nekim razmatranjima se ograni¢avamo samo na skupove koji su sadrzani
u nekom zadanom skupu Y. U tom slucaju se skup U naziva univerzalni

skup, a komplement skupa A u odnosu na skup i jednostavno oznacavamo
s AC.
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Primjer 1.2. Neka je A = {3,5},B = {1,3,5,a,2} i C = {5,10,15}.
Tada je:

AUB={3,5,1,a,z}, ANC = {5},

C\ B = {10, 15}, CpA={1,a,x}.

CaB nije moguce odrediti jer skup B nije podskup skupa A.

&

Napomenimo da za skupove A i B koji nemaju zajednickih elemenata, tj.
za koje je AN B = (), kazemo da su disjunktni.
Istaknimo da za svaka dva skupa A i B vrijedi:

1. AUG=A, AUA= 4,
2. AN =0, AnNA=A;

3. BCA = AUB=A, ANB=B;

4. BCA = BUCAB=A, BNC4B =0,

5. CaA=0, CpA=A, (A9)“ =4, (xc A & z¢A).

Osim toga imamo da su unija i presjek skupova komutativne i asocija-
tivne operacije, te da su medusobno povezane zakonom distributivnosti i
De Morganovim formulama.

Neka su A, B, C bilo koji skupovi. Tada vrijede sljedeée tvrdnje.

1. zakoni asocijacije
(AUB)UC =AU (BUCQC)
(ANB)NC=An(BNC)

2. zakoni komutacije
AUB=BUA
ANB=BnNA

3. zakoni distribucije
AN(BUC)=(ANnB)U(ANCQ)
AU(BNC)=(AUuB)N(AuUC(C)
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4. De Morganovi zakoni (formule)
(AuB)® = AN B¢
(AnB)® = A°u B¢

Napomenimo da je {a,a} = {a}, ali da nije {a} = a, jer na lijevoj strani
imamo jednoc¢lani skup a na desnoj strani uopée nemamo skup. Ako za
proizvoljne objekte a i b posmatramo skupove {a,b} i {b,a}, onda vrijedi
da su ta dva skupa jednaka. To nije slucaj s uredenim parom. Kod
uredenog para (a,b), kod kojeg se a i b redom nazivaju prva i druga
komponenta, je poredak bitan. Tako imamo da je

(a,b) = (c,d) & a=c A b=d.

Iz ovoga zakljuéujemo da je (a,b) = (b,a) < a =b. Analogno uredenom
paru se definira i uredena trojka (a, b, ¢) i uredena n-torka (aj,as,...,ay,).

Za proizvoljne skupove A i B postoji skup ¢iji su elementi svi uredeni
parovi (a,b) kod kojih je prva komponenta iz skupa A a druga komponenta
iz skupa B.

Definicija 1.8. Za zadane skupove A i B skup
AxB={(a,b) : a€ A,be B},

tj. skup svih uredenih parova kod kojih je prva komponenta iz skupa A
a druga komponenta iz skupa B, se naziva Dekartov ili Kartezijev ili
direktni proizvod skupova A i B.

Dekart (Rene Descartes, 31.3.1596. — 11.2.1650.) je bio francuski filozof,
fizicar i matematicar, ¢ija je jedna od najpoznatijih izreka ” Mislim, dakle
postojim.”. Roden je u francuskom selu La Haye u departmanu d’Indre-
et-Loire. Danas se to selo zove Descartes. Dekartov proizvod skupova se
naziva takoder i Kartezijev proizvod skupova, prema Dekartovom latinizi-
ranom imenu Cartesius.

Kartezijevo mnozenje, za koje se koristi i naziv direktno mnozenje, nije
opc¢enito komutativno. Tako za skupove A = {1,2} i B = {a,b, ¢} imamo
da je

AxB= {(17 a)7 (17 b)? (17 C)7 (Qa a)a (27 b)a (27 C)}a
B x A={(a,1),(a,2),(b,1),(b,2),(c,1),(c,2)},

iz ¢ega zakljucujemo da je

AXx B +# B x A.
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Kod Kartezijevog proizvoda A x B se skupovi A i B nazivaju faktori
Kartezijevog proizvoda.

Kartezijev proizvod se moze i generalizirati na sluc¢aj kada su Ay, As, ..., A,
bilo koji skupovi. Tada je

A1><A2><-~><An:{(a1,a2,...,an) : aiEAi}.

Njegovi elemeni su uredene n-torke, kod kojih je i-ta komponenta iz skupa
A;. Kartezijev proizvod se sliéno definira i kada imamo prebrojivo mnogo
faktora. U tom slucaju imamo nizove umjesto uredenih n-torki. Takoder
se Kartezijev proizvod moze definirati kada imamo neprebrojivo faktora,
ali u tom slu¢aju proizvod predstavljaju preslikavanja.

Kartezijev proizvod A x B je prazan skup ako i samo ako je bar jedan
od skupova A i B prazan. U slucaju kada je A = B, onda skup A x A
oznacavamo S

Ax A= A?={(a,b) : a,bc A}

i nazivamo Kartezijev kvadrat skupa A. Za Kartezijev kvadrat defini-
ramo i njegovu dijagonalu

D(A) ={(a,a) : a € A} C A%,

Analogno definiciji Kartezijevog kvadrata se definira i n-ta potencija
skupa A kao
A" ={(a1,a2,...,a,) : a; € A}.

Ako su A, B i C bilo koji skupovi, te ako vrijedidaje AC XiBCY,
onda vrijede sljedece tvrdnje:

1. (AUB)x C=(AxC)U(B x (),

2. (ANB)x C = (AxC)N (B x C),

3. (A\B)x C=(AxC)\ (BxC).

4. AXBCXxY,

5. (X xY)\ (Ax B)=[(X\A)x Y]U[X x (Y \ B)].

Elementi nekog skupa A i nekog skupa B mogu biti u nekom medusobnom
odnosu, relaciji. U nekim slu¢ajevima nas samo interesira da li su elementi
a € Aib € B unekom odnosu (relaciji), a ne i ta ta relacija znaé¢i. Po-
smatrajuéi na taj nacin, ocCigledno je da je svaka relacija medu elementima
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skupa A i skupa B u potpunosti odredena podskupom njihovog Kartezi-
jevog proizvoda A x B, ali koji sadrzi samo one uredene parove (a,b) kod
kojih je element a € A u toj relaciji s elementom b € B. Nas ¢e interesi-
rati relacije medu elementima jednog skupa, tj. podskupovi Kartezijevog
kvadrata A2

Definicija 1.9. Neka je A neprazan skup i A% njegov Kartezijev kvadrat.
Svaki podskup p C A% tog kvadrata nazivamo relacija (binarna relacija)
na skupu A. Analogno tome, svaki podskup skupa A™, za prirodan broj n,
nazivamo n—arna relacija na skupu A.

Ako za elemente a,b € A vrijedi da je (a,b) € p C A%, onda kazemo da je
element a u relaciji p s elementom b i piSemo a pb.

Neke relacije ozna¢avamo nekim specificnim (standardnim) simbolima kao
Stosu C,C,=,<, <, >, >, itd.

Primjer 1.3. Ako je A ={1,3,4,7}, onda je jedna relacija na skupu A
p={(3,1), (4,1), (4,3), (7,1), (7,3), (7, 4)} C A2
Sto smo mogli zapisati © kao
3pl, 4pl, 4p3, Tpl, Tp3, Tp4.
Moze se primijetiti da je ovdje relacija p upravo relacija > (7biti veée”).

&

Medu svim relacijama, od posebnog su interesa one relacije koje posjeduju
neka dobra dodatna svojstva.

Definicija 1.10. Neka je p relacija na nepraznom skupu A. KaZemo da je
relacija p

e refleksivna ako je (a,a) € p,Va € A, tj. ako je svakia € A u relaciji
p sa samim sobom,

e simetriéna ako iz (a,b) € p slijedi da je (b,a) € p,
e antisimetriéna ako iz (a,b) € p i (b,a) € p slijedi da je a = b,

e tranzitivna ako iz (a,b) € p i (b,c) € p slijedi da je (a,c) € p.
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Medu relacijama posebno mjesto zauzimaju relacije koje su refleksivne,
simetri¢ne i tranzitivne (tzv. RST relacije). Za takve relacije kazemo da
su relacije ekvivalencije. Relaciju ekvivalencije standardno oznacavamo
simbolom ~. Ukoliko je a ~ b, onda kazemo da je element a ekvivalentan
s elementom b.

Ako je ~ bilo koja relacija ekvivalencije na skupu A, onda skup svih ele-
menata iz A koji su u toj relaciji ekvivalencije ~ s nekim fiksiranim ele-
mentom a € A nazivamo klasa ekvivalencije odredena elementom a € A.
Taj skup, u oznaci

Co={r€A:z~al,

je podskup skupa A i zbog refleksivnosti relacije ekvivalencije nikada nije
prazan, jer je a ~ a pa mora biti a € Cy, Va € A. Osim toga, napomenimo
da su svake dvije razlic¢ite klase ekvivalencije disjunktne.

1.3 Skupovi brojeva

Elementi skupova mogu biti bilo koji predmeti ili pojmovi, kako realni tako
i apstraktni. Ipak, od svih skupova matematika najcesée proucava dvije
posebne vrste skupova, i to skupove brojeva i skupove tacaka. Prvi skup
brojeva s kojim se susre¢emo je skup prirodnih brojeva. To su bili
prvi brojevi do kojih je covjecanstvo doslo, a prva namjena im je bila za
prebrojavanje. Oznaka mu dolazi od latinske rije¢i Naturalis.

N={1,2,3,4,...,n,n+1,...}

Jedna karakterizacija skupa prirodnih brojeva N je pomo¢u Peanovih ak-
sioma.

P1. Broj 1 je prirodan broj.

P2. Svaki prirodan broj n ima ta¢no jednog sljedbenika n* = n + 1 u
skupu prirodnih brojeva.

P3. Uvijek je n™ # 1, tj. broj 1 nije sljedbenik nijednog prirodnog broja.

P4. Ako je m™ = n™, onda je m = n, tj. ako su sljedbenici dva prirodna
broja jednaki, onda su i oni jednaki.

P5. Svaki podskup skupa prirodnih brojeva koji sadrzi broj 1 i sljedbenika
svakog svog elementa sadrzi sve prirodne brojeve.
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Peti Peanov aksiom je poznat i kao princip matematicke indukcije.
Prisjetimo se da se nac¢in zakljucivanja, koji od posmatranja posebnih (poje-
dinac¢nih) sluc¢ajeva dovodi do opéih zaklju¢aka naziva indukcija. Medutim,
u matematici takvo zaklju¢ivanje ne mora biti istinito i ono se naziva ne-
potpuna indukcija. U matematici postoji metoda pomocéu koje se moze
zakljuciti da li su postavljene hipoteze u problemima ovog tipa ispravne.
Ta se metoda zasniva na principu matematicke ili potpune indukcije. Me-
todom matematicke indukcije dokazujemo tvrdnje koje ovise o prirodnom
broju n, a dokazivanje provodimo u tri koraka.

1. Baza indukcije: Dokazujemo (provjeravamo) da li tvrdnja vrijedi za
neki prirodan broj ng > 1.

2. Pretpostavka indukcije: Pretpostavljamo da je tvrdnja istinita za neki
prirodan broj k.

3. Korak indukcije: Na osnovu pretpostavke indukcije dokazujemo da je
tvrdnja istinita za prirodan broj k + 1.

Kao sto nam je poznato, sabiranje i mnozenje u skupu prirodnih brojeva
je uvijek izvodivo, tj. zbir i proizvod svaka dva prirodna broja je prirodan
broj. Kazemo da je skup N zatvoren u odnosu na sabiranje i mnozenje.
Medutim, oduzimanje i dijeljenje nije uvijek izvodivo. Tako npr. imamo
da nam u skupu prirodnih brojeva nisu poznati rezultati 3—3,5—71 3 : 2.
Zakljucujemo da jednacina z + m = n, (m,n € N), ima rjesenje u skupu
prirodnih brojeva samo u slucaju kada je m < n. Zbog toga skup prirodnih
brojeva N prosirujemo do skupa cijelih brojeva Z.

Zz=A{..,—(n+1),-n,...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...,n,n+1,...}

Treba istaknuti da prosirenja vrsimo na nacin da je polazni skup podskup
prosirenog skupa, da u prosirenom skupu one operacije koje su postojale i
u polaznom skupu zadrzavaju sve osobine, te da je proSireni skup najmanji
skup u kojem je operacija, zbog koje se vrsi proSirenje, izvodiva.

Skup prirodnih brojeva N je podskup cijelih brojeva Z, tj. N C Z, ali
smo ponovo u situaciji da ni u skupu Z, u kojem su izvodive operacije
sabiranja, oduzimanja i mnozenja, nije izvodiva operacija dijeljenja. Tako
imamo da jednacina gz = p, (p,q € Z, q¢ # 0), nema uvijek rjesenje u
skupu cijelih brojeva. Zbog toga skup cijelih brojeva Z prosirujemo do
skupa racionalnih brojeva Q.

@_{2 : pEZ,qGN}
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Skupovi prirodnih, cijelih i racionalnih brojeva su povezani inkluzijom
N C Z C Q, te suu skupu Q sve cetiri osnovne operacije izvodive. Medutim,
u skupu racionalnih brojeva korjenovanje nije uvijek moguée. Tako imamo
da jednacina 2 = 2 nema rjesenja u skupu Q. Tako dolazimo do skupa
iracionalnih brojeva I koji nema zajednickih elemenata sa skupom raci-
onalnih brojeva. Iracionalni brojevi su oni brojevi koji se ne mogu prikazati
u obliku razlomka.

= {iﬁ,iﬁ,e,w,ifﬁ,.._}

Primjer 1.4. Pokazati da broj /2 nije racionalan broj.

Rjesenje: Pretpostavimo suprotno, tj. da je v/2 racionalan broj. Tada
je V2 = g, p,q € N, gdje je taj razlomak potpuno skracen, tj. p i g su
relativno prosti. Nakon kvadriranja i mnozenja s ¢ imamo da je p? = 2¢?2, iz
¢ega zaklju¢ujemo da je p? paran broj. Kako je jedino kvadrat parnog broja
paran broj, to zaklju¢ujemo da je i broj p paran, pa je p = 2m, m € N.

Sada je (2m)? = 2¢?, pa nakon kvadriranja i skraéivanja s 2 imamo da je
2m? = ¢2, te analogno prethodnom zakljuéujemo da je i broj ¢ paran, pa
samim tim i da je broj g paran, tj. da je ¢ = 2n, n € N. Dobili smo da
je nzd(p,q) > 2, sto je kontradikcija s pretpostavkom da su brojevi p i ¢
relativno prosti, tj. da je nzd(p,q) = 1.

Znaci da je nasa pretpostavka pogresna, pa slijedi da je broj v/2 iraciona-
lan.

&

Primjer 1.5. Ako je a = py - p2 - ... pr proizvod razli¢itih prostih bojeva,
onda broj \/a nije racionalan.

Rjesenje: Pretpostavimo suprotno, tj. da je y/a € Q. Tada imamo da je
Va = =, m,n € N, gdje je taj razlomak potpuno skracen, tj. m i n su
relativno prosti. Nakon kvadriranja imamo

a-n?=m? = pL-p2- ... pp-nd=m
Imamo da je broj m? djeljiv prostim brojem p; pa je samim tim i broj m
djeljiv s p1 (ne samo s p; nego analogno i s p2,ps,...,px). To znaci da za
neki prirodan broj mq vrijedi m = p; - mq, pa dobijamo

pL-pP2... pr-n?=pi-mi = pa-...opp-n’=p-mi.
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Vidimo da je desna strana djeljiva s p1, pa je i lijeva strana djeljiva s p;.
Kako su pa, ..., py razli¢iti prosti brojevi, to mora biti n? djeljivo s p1, pa
samim tim i n mora biti djeljivo s p;.

Dobili smo da su i m in djeljivi s p1, $to je u kontradikciji s pretpostavkom
da su m i n relativno prosti. Zaklju¢ujemo da je broj y/a iracionalan.

¢

Posljedica ovoga je da su brojevi v/2,v/3,v5, V6,7, V8,10, ... iraci-
onalni.

Za razliku od skupa racionalnih brojeva, koji je zatvoren u odnosu na
operacije sabiranja, oduzimanja, mnozenja i dijeljenja, skup iracionalnih
brojeva ne posjeduje ta svojstva. Iako su brojevi v/2 i —/2 iracionalni,
brojevi V242, vV2—-v2,v2-v/21 /2 : /2 nisu iracionalni. Imamo da
ako je a bilo koji iracionalan broj i b # 0 racionalan broj, onda su i brojevi
—a,a"t, a+b,a—0b,b—a,ab, a/bib/airacionalni brojevi.

Unija skupova racionalnih i iracionalnih brojeva daje skup realnih bro-
jeva R. Imamo da vrijedi

1. QNI =0,

2. QUL =R.

Osim podjele realnih brojeva na racionalne i iracionalne, postoji podjela
realnih brojeva na algebarske i transcendentne brojeve.

Definicija 1.11. Realan broj koji zadovoljava neku jednacinu oblika

ant™ 4 ap_12" '+ arl tar+ao=0, a;€Z, i=1,2,....n,
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se naziva algebarski. Broj koji nije algebarski je transcendentan.

Svaki racionalan broj je algebarski. Svaki transcendentan broj je iraci-
onalan. Algebarski broj moze biti ili racionalan ili iracionalan. Iracionalan
broj moze biti ili algebarski ili transcendentan.

Neki od osnovnih podskupova skupa R su otvoreni interval u oznaci
(a,b) (ili {(a,b)), poluotvoreni (poluzatvoreni) interval u oznaci (a,d]
(ili {(a,b]) i [a,b) (ili [a,b)), te zatvoreni interval ili segment u oznaci
[a, b].

(a,b) =(a,b) = {reR:a<z<b}

(a,b] =(a,b] = {reR:a<z<b}
[a,b) =[a,b) = {z€R:a<z<b}
[a,b] = {xeR:a<x<b}

Definicija 1.12. Za neprazan skup S C R kaZemo da je odozgo
ogranicen skup ako postoji bar jedan realan broj M takav da je x < M
za svako x € S. Svaki broj M s navedenim svojstvom se naziva magjo-
ranta (gornja ograda ili gornja meda) skupa S. Ako skup S nije odozgo
ogranicen, onda kaZemo da je odozgo neogranicen.

Definicija 1.13. Najmanja majoranta M nepraznog odozgo ogranicenog
skupa S C R se naziva supremum skupa S i oznacava s M = sup S. Ako
je M € S, onda se M naziva maksimalan ili najveéi element skupa S i
oznacava s M = max S.

Definicija 1.14. Za neprazan skup S C R kaZemo da je odozdo
ogranicen skup ako postoji bar jedan realan broj m takav da je x > m
za svako x € S. Svaki broj m s navedenim svojstvom se naziva mMino-
ranta (donja ograda ili donja meda) skupa S. Ako skup S nije odozdo
ogranicen, onda kaZemo da je odozdo neogranicen.

Definicija 1.15. Najveéa minoranta m nepraznog odozdo ogranicenog
skupa S C R se naziva infimum skupa S i oznacava s m = inf S. Ako
je m €8, onda se m naziva minimalan ili nagmangi element skupa S @
oznacava § m = min S.

Definicija 1.16. Za neprazan skup S C R kaZemo da je ogranicéen ako je
ograniéen i odozdo i odozgo. U protivnom kaZemo da je neogranicen.

Skup koji je neograni¢en moze biti odozdo neograni¢en a odozgo ogranicen
ili odozdo ogranic¢en a odozgo neogranicen ili i odozdo i odozgo neogranicen.
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U skupu realnih brojeva R su definirane operacije sabiranja i mnozenja, tj.
za svaka dva realna broja a,b € R su u potpunosti odredeni realni brojevi
a+0b,ab € R koji se nazivaju zbir i proizvod realnih brojeva a i b. U skupu
realnih brojeva vrijedi sljede¢ih 16 aksioma skupa realnih brojeva.

1. Sabiranje je asocijativno, tj.

(x+y)+z=2+(y+z2), Vr,y,zeR.

2. Postoji jedinstven element 0 € R takav da je

r4+0=0+zx=2, VxeR.

3. Za svako = € R postoji jedinstven element —z € R takav da je

r+(—z)=—x+2=0.

4. Sabiranje je komutativno, tj.

r+y=y+z, Vr,yeR

5. Mnozenje je asocijativno, tj.

(zy)z = z(yz), Vz,y,z € R.

6. Postoji jedinstven element 1 € R takav da je

l-z=z-1=2, VreR

7. Za svako x € R\ {0} postoji jedinstven element 27! = 1 € R takav
da je
1
r-—=—-x=1
r x
8. Mnozenje je komutativno, tj.

zy =yzr, Vx,y € R

9. Mnozenje je distributivno u odnosu na sabiranje (slijeva i zdesna), tj.

x(y+2)=xy+axz i (x+vy)z =22+ yz, Vr,y,z€R.
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10. Skup R je ureden, tj. realni brojevi se mogu medusobno usporedivati.
Za bilo koja dva realna broja z,y € R vrijedi bar jedna od tvrdnji

T=y ili <y ili y < .

11. (z<y N y<ux) & x=uy.
12. Akojexr <yiy <z ondajex <z
13. Uredajna relacija < je u saglasnosti sa sabiranjem, tj.

<y = (x+2z<y+z), VzeR.

14. Uredajna ralacija < je u saglasnosti s mnozenjem, t;j.

0<z Vv 0<y) = 0 < xy.

15. U skupu R vrijedi Arhimedov aksiom, tj. za bilo koja dva realna broja
a > 01b > 0 postoji prirodan broj n € N takav da je b < na.

16. Prethodnih 15 svojstava posjeduje i skup racionalnih brojeva Q,
ali svojstvo skupa R koje ne posjeduje skup Q je da svaki odozgo
ogranicen neprazan skup S C R ima supremum u R.

U skupu R realnih brojeva nije uvijek rjesiva jednacina oblika z2 + a = 0.
Tako imamo da jednacina x? + 2 = 0 nije rjesiva u skupu realnih brojeva,
jer ne postoji realan broj ¢iji je kvadrat negativan broj. Zbog toga imamo
potrebu za skupom u kojem c¢e i takve jednacine biti rjesive. Na taj nacin
dolazimo do skupa kompleksnih brojeva C. Elementi tog skupa su
uredeni parovi (a,b) realnih brojeva, a operacije sabiranja i mnozenja se
definiraju na sljedeéi nacin:

(a1,b1) + (az2,b2) = (a1 + az, b1 + b2),
(a1,01) - (a2,b2) = (a1 + a2 — biba, a1bg + azby).
Identificirajuéi realan broj x s kompleksnim brojem (z,0) dobijamo da

skup realnih brojeva R postaje dio (podskup) skupa kompleksnih brojeva
C. U vezi s tim imamo da je (0,0) =01 (1,0) = 1.

Definicija 1.17. Kompleksan broj (0,1) se naziva imaginarna jedinica
1 oznacava Se S 1.
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U skladu s prethodnom definicijom imamo da je
(a.b) € C = (a,0) = (,0) + (0,) = (a,0) + (0,1)(b,0),

pa dobijamo da je
(a,b) = a+ b,

Sto predstavlja standardni ili algebarski oblik kompleksnog broja.

Standardna oznaka za kompleksan broj je z i vrijedi da za svaki kom-
pleksan broj z € C postoje jedinstveni realni brojevi a,b € R takvi da je
z = a + ib. Broj a se naziva realan dio kompleksnog broja z i oznacava
a = Rez, a broj b se naziva imaginaran dio kompleksnog broja z i
oznacava b = Im z. Kompleksan broj z = a — b se naziva konjugirano
kompleksan broj kompleksnog broja z = a + ib.

1.4 Pravila djeljivosti

Definicija 1.18. Neka su a # 0 i b cijeli brojevi. KaZemo da je b djeljiv
s a, odnosno da a dijeli b, ako postoji cijeli broj q takav da je b = aq. To
zapisujemo s alb. Ako b nije djeljiv s a, onda pisemo a1 b.

Ako alb, onda jos kazemo da je a djelilac ili djelitely ili faktor od b, a
da je b sadrZilac ili visekratnik od a.

Napomena 1. Kako u sluc¢aju da prirodan broj a dijeli cijeli broj b vrijedi
da © broj —a dijelt broj b, © obratno, to je uobicajeno da se govori samo o
pozitivnim djeliteljima.

Definicija 1.19. Brojevi 1 ¢ n se nazivaju trivigalni djelitelji broja n, a
djelitelji broja n koji su razliciti od 1 1 n se nazivaju netrivijalni djelitelyi.
Djelitelji broja n razlic¢iti od broja n se nazivaju pravi djelitelji.

Definicija 1.20. Za prirodan broj p veéi od 1 kaZemo da je prost ako nema
netrivijalnih djelitelja, tj. ako su njegovi jedini djeliteljt 1 ¢ p. Za prirodan
broj p veci od 1 koji nije prost kaZemo da je sloZen.

Ako su a, b i ¢ prirodni brojevi i p prost broj, onda vrijede sljedece tvrdnje:
1. (alb ANale) = a|(b+¢),
2. alb = albe,Ve € Z,
3. (albAble) = alc,

4. plab = (plaV plb).
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Definicija 1.21. Svaki prirodan broj n > 1 moZemo prikazati u obliku

n=pi'py® ...,
gdje su p1,...,p, razliciti prosti brojevi, a aq, . .., a, prirodni brojevi. Ova-

kav prikaz broja n se zove kanonski rastav broja n na proste faktore.

Pravila djeljivosti nam sluze za ispitivanje da li je dani broj djeljiv s unapri-
jed odredenim djeliteljem, ali bez provodenja postupka dijeljenja. Najcesce
se ispitivanje provodi ispitujuéi cifre danog broja. Sljedeéi teorem pred-
stavlja jedno pravilo za djeljivost prirodnim brojevima manjim od 10, t;.
pravilo djeljivosti jednocifrenim brojem.

Teorem 1.1. Neka je prirodan broj b zapisan u obliku

b:bnbn_l---bgblbo:bn-10”+bn_1-10”*1+-~-+b2-102+b1-10+b0,

gdje je b; € {0,1,...,9},b, # 0. Broj b je djeljiv jednocifrenim prirodnim
brojem m ako i samo ako je broj

by - (10 = m)"™ +byq - (10 —m)™ L4+ 4 by - (10 —m)? + by - (10 —m) + by
djeljiv brojem m.
Pravila djeljivosti
Broj je djeljiv
1. s 2 ako i samo ako mu je posljednja cifra 0, 2, 4, 6 ili §;
2. s 3 ako i samo ako mu je zbir cifara djeljiv s 3;
3. s 4 ako i samo ako mu je dvocifreni zavrsetak djeljiv s 4;
4. s 5 ako i samo ako mu je posljednja cifra 0 ili 5;
5. sa 6 ako i samo ako je djeljivis 2is 3;

6. sa 7 ako i samo ako mu je razlika zbira skupina od tri cifre na neparnim
mjestima odnosno na parnim mjestima, iduéi s lijeva na desno, djeljiva
sa 7;

7. sa 7 ako i samo ako mu je razlika broja desetica i 2—struke cifre jedinica
djeljiva sa 7;
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

sa 7 ako i samo ako mu je razlika broja hiljada i trocifrenog zavrsetka
djeljiva sa 7;

s 8 ako i samo ako mu je trocifreni zavrsetak djeljiv s 8;
s 9 ako i samo ako mu je zbir cifara djeljiv s 9;
s 10 ako i samo ako mu je posljednja cifra 0;

s 11 ako i samo ako mu je razlika zbira cifara na neparnim i zbira
cifara na parnim mjestima djeljiva s 11;

s 11 ako i samo ako mu je razlika broja desetica i cifre jedinica djeljiva
s 11;

s 11 ako i samo ako mu je razlika broja hiljada i trocifrenog zavrsetka
djeljiva s 11;

s 13 ako i samo ako mu je razlika zbira skupina od tri cifre na neparnim
mjestima odnosno na parnim mjestima, idudi s lijeva na desno, djeljiva
s 13;

s 13 ako i samo ako mu je zbir broja desetica i 4-struke cifre jedinica
djeljiv s 13;

s 13 ako i samo ako mu je razlika broja hiljada i trocifrenog zavrsetka
djeljiva s 13;

sa 17 ako i samo ako mu je razlika broja desetica i 5—struke cifre
jedinica djeljiva sa 17;

s 19 ako i samo ako mu je zbir broja desetica i 2—struke cifre jedinica
djeljiv s 19;

s 23 ako i samo ako mu je zbir broja desetica i 7-struke cifre jedinica
djeljiv s 23;

s 25 ako i samo ako mu je dvocifreni zavrsetak djeljiv s 25.

s 29 ako i samo ako mu je zbir broja desetica i 3—struke cifre jedinica
djeljiv s 29;

s 31 ako i samo ako mu je razlika broja desetica i 3—struke cifre jedinica
djeljiva s 31;
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24. s 37 ako i samo ako mu je razlika broja desetica i 11-struke cifre
jedinica djeljiva s 37;

25. s 37 ako i samo ako mu je zbir broja hiljada i trocifrenog zavrsetka
djeljiv s 37;

26. s 41 ako i samo ako mu je razlika broja desetica i 4—struke cifre jedinica
djeljiva s 41;

27. s 43 ako i samo ako mu je zbir broja desetica i 13—struke cifre jedinica
djeljiv s 43;

28. s 47 ako i samo ako mu je razlika broja desetica i 14-struke cifre
jedinica djeljiva s 47;

29. sa 100 ako i samo ako su mu posljednje dvije cifre nule;
30. s 10* ako i samo ako su mu posljednjih k cifara nule.

Napomena 2. Prilikom primjene pravila 6 1 15, ako broj cifara ispitivanog
broja nije djeljiv s 3, onda mu se s desne strane dopise potreban broj nula.
Recimo i da je broj desetica nekog prirodnog broja broj koji se dobije kada
zadanom broju obrisemo cifru jedinica. Tako je, na primgjer, 376 broj dese-
tica brojeva 3760,3761,3762,...,3769. Analogno se definira i broj hiljada
kao broj koji se dobije kada zadanom broju obrisemo trocifreni zavrsetak.
Tako imamo, na primjer, da je broj hiljada broja 1234567 jednak 1234, dok
je broj hiljada broja 120034 jednak 120. Potrebno je jo§ napomenuti da se
svako pravilo ponavlja sve dok se ne dode do broja za koji smo sigurni da
lv je djelyiv ili nije s posmatranim brojem.

Primjer 1.6. Ispitati da li su dani brojevi djeljivi s brojevima: 2, 3, 4, 5,
6,7,8,91¢10.

a) a= 11575610046 b) b=311726705680 c) ¢ = 440895
Rjesenge:

a) Kako je posljednja cifra broja a jednaka 6, to je on djeljiv s 2, ali nije
djeljiv ni s 5 ni s 10. Zbir cifaramu je 1+14+54+7+5+6+1+0+
0444 6 = 36, sto je djeljivo s 3, jer zbir cifara broja 36 je 9, a 9 je
djeljivo s 3. Kako je zbir cifara djeljiv i s 9, to je i broj a djeljiv s 9.
Imamo da je broj a djeljivis 21is 3, pa je djeljiv i sa 6. Dvocifreni
zavrSetak mu je 46, Sto nije djeljivo s 4 pa ni broj a nije djeljiv s 4.
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Trocifreni zavrsetak mu je 046, Sto nije djeljivo s 8 pa ni broj a nije
djeljiv s 8. Ostaje nam jos ispitati djeljivost sa 7. Iskoristimo pravilo
(6). Skupine od po tri cifre, iduéi s lijeva na desno, su: 115, 756, 100
i 460 (posljednju skupinu dopunimo nulom s desne strane).

(115 4 100) — (756 + 460) = 215 — 1216 = —1001

Kako broj 1001 ima 4 cifre, §to nije djeljivo s 3, to broju 1001 s desne
strane dopiSemo dvije nule i dobijamo broj 100100. Skupine od po
tri cifre su 100 i 100.

100 —100 =0

Kako je broj 0 djeljiv sa 7, to je i broj 1001, pa samim tim i —1001
djeljiv sa 7, te zaklju¢ujemo da je broj 11575610046 djeljiv sa 7.

Kako je posljednja cifra broja b jednaka 0, to je on djeljiv s 2, ali je
djeljiv i s 51 s 10. Zbir cifara mu je 46, sto nije djeljivo s 3, jer zbir
cifara broja 46 je 10, a 10 nije djeljivo s 3. Zaklju¢ujemo da broj b
nije djeljiv s 3, pa samim tim ni s 9. Imamo da je broj b djeljiv s 2 ali
ne i s 3, pa nije djeljiv ni sa 6. Dvocifreni zavrsetak mu je 80, Sto je
djeljivo s 4 pa je i broj b djeljiv s 4. Trocifreni zavrSetak mu je 680,
Sto je djeljivo s 8 pa je i broj b djeljiv s 8. Ostaje nam jos ispitati
djeljivost sa 7. Iskoristimo isto pravilo. Skupine od po tri cifre, iduci
s lijeva na desno, su: 311, 726, 705 i 680.

(311 + 705) — (726 + 680) = 1016 — 1406 = —390

Kako za broj b razlika zbira skupina od tri cifre na neparnim mjestima
i zbira skupina od tri cifre na parnim mjestima iznosi —390 i nije
djeljiva sa 7, to ni broj b nije djeljiv sa 7.

Napomenimo da zbog neparnosti broja b nismo uopce trebali provje-
ravati njegovu djeljivost s brojevima 2,4,6,8 i 10, jer neparan broj
ne moze biti djeljiv parnim brojem.

Kako je posljednja cifra broja ¢ jednaka 5, to on nije djeljiv ni s 2 ni
s 10, ali jeste djeljiv s 5. Zbir cifara mu je4+4+0+8+9+5 = 30,
Sto je djeljivo s 3 pa je broj ¢ djeljiv s 3. Medutim, kako zbir cifara
nije djeljiv s 9, to ni broj c¢ nije djeljiv s 9. Kako broj c¢ nije djeljiv
s 2, to on nije djeljiv ni sa 6. Dvocifreni zavrsetak mu je 95, sto nije
djeljivo s 4 pa ni broj c nije djeljiv s 4. Trocifreni zavrsetak mu je
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895, §to nije djeljivo s 8 pa ni broj ¢ nije djeljiv s 8. Ostaje nam jos
ispitati djeljivost sa 7. Prikazimo upotrebu pravila (7).

440895 — 44089 —2-5=44079 — 4407 —-2-9 =4389
— 438—-2-9=420 — 42-2.0=42=7-6

Kako je broj 42 djeljiv sa 7, to je i broj 440895 djeljiv sa 7.

Primjer 1.7. Ispitati da li je broj 16049371 djeljiv s 13.

Rjesenje: Analogno broju desetica nekog prirodnog broja, broj hiljada ne-
kog prirodnog broja se dobije kada se zadanom broju izbriSu posljednje tri
cifre. Pogledajmo sada primjenu pravila (17).

16049371 — 16049 — 371 = 15678 — 15— 678 = —663

Kako je broj —663 = 13 - (—51) djeljiv s 13, to je i broj 16049371 djeljiv s
13.



PoGLAVLJE 2

Elementarne funkcije

2.1 Koordinatni sistem uravni. ... ... ... ... 25
2.2 Pojam funkcije . . . ... ... 00000, 26
2.3 Elementarne funkcije . ... ... ......... 31
2.4 Linearna funkcija. . . . ... ... ... ... ... 41
2.5 Kvadratna funkcija ... ....... ... ... 42

2.1 Koordinatni sistem u ravni

Na pravcu p istaknimo dvije tacke O i E, te tacki O pridruzimo broj 0, a
tacki F pridruzimo broj 1. Na taj nacin je odredena jedini¢na duz OF.
Pravac na kojem je odredena jedini¢na duz se naziva brojevni pravac.
Realnim brojevima mozemo pridruziti tacke na brojevnom pravcu.

C O E A B
@ L L L *—b
—9 0 1 3.5 6 P

Na slici vidimo da broj 6 odreduje polozaj tacke B, pa kazemo da je broj 6
koordinata tacke B i pisemo B(6). Uzimajuéi u obzir da se brojevi posma-
traju kao koordinate tacaka na pravcu, pravac p se naziva i koordinatni
pravac. Tacka O se naziva ishodiste koordinatnog pravca.

25
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Nacrtamo li u ravni dva koordinatna pravca tako da se sijeku u tacki kojoj
je pridruzen broj 0 i da su okomiti jedan na drugog, dobijamo pravougli
koordinatni sistem u ravni koji se jos naziva Dekartov ili Kartezijev
koordinatni sistem u ravni.

1 17 1 1

117 v

Koordinatni pravci se nazivaju koordinatne osi a njihov presjek koor-
dinatni pocetak ili ishodiste koordinatnog sistema. Jedna koordi-
natna osa se oznacava s x i naziva apscisna os ili osa apscisa, a druga
se oznacava s y i naziva ordinatna os ili osa ordinata. Ravan s koor-
dinatnim sistemom xOy se naziva koordinatna ravan. Koordinatne ose
x iy dijele koordinatnu ravan Oy na 4 dijela koji se nazivaju kvadranti
i oznacavaju se rimskim brojevima I, I1, III i IV. Svakom uredenom
paru (z,y) realnih brojeva pripada ta¢no jedna tacka T'(x,y) u koordinat-
noj ravni. Brojevi z i y se nazivaju koordinate tacke T', i to x je apscisa
a y je ordinata tacke T.

2.2 Pojam funkcije

Broj i funkcija su osnovni pojmovi u matematici. Funkcija (preslikavanje,
pridruzivanje) je apstraktan pojam koji se javlja u mnogim situacijama,
ne samo u matematici nego i u drugim prirodnim i drustvenim naukama.
Radi se o tome da se posmatraju dvije ili viSe veli¢ina od kojih jedna zavisi
od ostalih. Promjenom vrijednosti jedne veli¢ine, istrazujemo kako ée se
promijeniti druga veli¢ina. Ta se zavisnost zove funkcijska zavisnost.

Definicija 2.1. Neka su A i B dva neprazna skupa. Ako je svakom ele-
mentu x skupa A pridruien tacno jedan element y skupa B, tada kaZemo
da je definirana funkcija (preslikavanje, pridruZivange) iz skupa A u
skup B.
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Funkcije obi¢no oznacavamo slovima f, g, h, F, H itd. Ako je funkcija f
definirana sa skupa A u skup B onda to oznacavamo

f: A— B.

Ako funkcija f elementu x pridruzuje element y, onda pisemo f(x) = y.
Kazemo da je f(z) vrijednost funkcije f na elementu z. f(x) se naziva
slika od z, a x se naziva original (praslika) od f(z). Kazemo da je z
nezavisna, a f(z) zavisna promjenljiva (varijabla). Skup A se naziva
domena ili podruéje definicije funkcije f i ¢esto se oznacava s D(f)
ili Dy, a skup B se naziva kodomena od f. Skup svih slika, tj. skup
{f(z) € B : v € A} C B se naziva slika od f i oznacava s R(f) ili Ry ili
f(A). Za funkciju kazemo da je poznata ako joj znamo domenu, kodomenu
i zakon pridruzivanja.

Za dvije funkcije f i g kazemo da su jednake ako vrijedi

Dy =D, A f(z) =g(x), Vo € Dy.
Definicija 2.2. Za funkciju f: A — B kaZemo da je
(a) injekcija ako za x,y € A iz x # y slijedi da je f(x) # f(y),
(b) surjekcija ako za svaki y € B postoji x € A takav da je f(z) =y,
(¢) bigekcija ako je i injekcija i surjekcija.

Definicija 2.3. Neka je f: A — B bijekcija. Tada postoji funkcija
f~': B — A koja se naziva inverzna funkcija funkcije f i vrijedi

iy =2 & fl@)=y

Treba napomenuti da ako je funkcija g inverzna funkciji f tada je i funkcija

f inverzna funkciji g (f~' = g < ¢! = f), pa se govori o paru inverznih

funkcija. Takoder vrijedi da je (ffl)*1 = f.
Inverznu funkciju funkciji f(x) odredujemo na sljede¢i nacin:

1. Zapisemo funkciju f(x) u obliku y = f(x);
2. Jednacinu y = f(z) rijesimo po nepoznatoj x;

3. Ako postoji jedinstveno rjesenje te jednacine, tada funkcija f(z) ima
inverznu funkciju z = f~1(y);

4. Zamijenimo imena nepoznatima z i y i dobijamo zapis y = f~1(z).
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Primjer 2.1. Odrediti inverznu funkciju funkcije f(x) = 2x — 3.

Rjesenge: Zapisemo li funkciju u obliku y = f(z) dobijamo

y =2z — 3.
Odredimo li z dobijamo
x7y+3
=5
pa je
-1 Y+ 3
o) ="~

Sada vrlo jednostavno dobijamo trazeni oblik funkcije koja je inverzna funk-
ciji f(x) =2z — 3, a to je

T+ 3

) =5

¢

Definicija 2.4. Neka su f: A — B i g: B — C dvije funkcije. Kom-
pozicija funkcija g i f je funkcija go f: A — C definirana formulom

(g0 f)(z) = g(f(z)).

Komponiranje funkcija (kada je definirano) nije komutativno, ali jeste aso-
cijativno, tj. vrijedi

(feg)a) #(ge fllx) 1 (folgoh))(x)=((fog)oh)(z)

Ako je definirana funkcija f: A — B, tada je za svaki element x skupa A
jednoznac¢no odreden ureden par (z, f(x)). Skup I'y svih uredenih parova
(z, f(z)), = € A, se naziva graf funkcije f.

I'y={(z,y) : y=f(z),z € A}

Napomenimo da je graf funkcije f~! osno simetrican grafu funkcije f u
odnosu na pravac y = x, tj. u odnosu na simetralu I i III kvadranta.

Funkcija moze biti zadana analiticki (formulom), tabelarno i graficki.

Za funkciju f: A — R kazemo da je realna funkcija, za f: R — B
kazemo da je funkcija realne varijable, a za funkciju f: R — R kazemo
da je realna funkcija realne varijable. Takve se funkcije vrlo ¢esto pred-
stavljaju pomocu grafa u pravouglom koordinatnom sistemu, gdje se na x—
osu nanose nezavisne varijable, a na y—osu vrijednosti funkcije. Nultacka
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y = flz) P~
Yy = f(ﬂc) ™ (:c, f(x)) / |
! |
p " ol 1z
NB
f |
y2 = flz) f—o—"

(nula) realne funkcije realne varijable f: R — R je realan broj x € R za
koji funkcija postize vrijednost jednaku nuli, tj. za koju je f(z) = 0. Ta-
koder mozemo reéi da se apscisa tacke u kojoj graf funkcije f dira ili sijece
osu x naziva nultacka funkcije f.

Na lijevoj slici imamo graf funkcije f, dok na desnoj slici nije predstavljen
graf funkcije, jer su u tom sluc¢aju broju = pridruzena dva broja, y1 i o,
Sto je u suprotnosti s definicijom funkcije.

Definicija 2.5. Funkcija f: A — R, A C R, je ograniéena (omedena)
ako postoji M € R takav da je |f(z)] < M za svaki x € A. Funkcija je
neograniéena (neomedena) ako nije ogranicena (omedena).

Definicija 2.6. Funkcija f: A — R, A C R, je parna ako je f(—x) = f(z)
za svaki x € A, a neparna ako je f(—x) = —f(x) za svaki x € A.

Graf parne funkcije je simetri¢an u odnosu na y—osu, a graf neparne funk-
cije je simetri¢an u odnosu na koordinatni pocetak.

Definicija 2.7. Neka je zadana funkcija f: A — R, A C R, te neka je
I C A neki interval.
KazZemo da funkcija f raste (da je rastuéa) na intervalu I ako

(Vay,290 € I, 21 < 9) = f(x1) < f(x2).

Kazemo da funkcija f strogo raste (da je strogo rastuéa) na intervalu
I ako

(le,xg el, r1 < xz) = f(xl) < f(ajg)
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Kazemo da funkcija f pada (da je padaguéa) na intervalu I ako
(V1,20 € 1, 21 < x2) = f(x1) > f(x2).

Kazemo da funkcija f strogo pada (da je strogo padajuéa) na intervalu
I ako
(Vo1, 2 € I, 71 < 22) = f(x1) > f(z2).

Za funkciju koja je rastuca ili padaju¢a kazemo da je monotona, a za
funkciju koja je strogo rastuéa ili strogo padajuca kazemo da je strogo
monotona.

Neka je zadana funkcija f: A — B.

e Kazemo da funkcija f u tacki xp ima (postize) lokalni minimum
ako postoji interval (a,b) C A, koji sadrzi tacku z¢ (x9 € (a,b)),
takav je f(xzo) < f(x), Y € (a,b). Taj lokalni minimum u tacki g
iznosi f(xo).

e Kazemo da funkcija f u tacki xg ima (postize) lokalni maksimum
ako postoji interval (a,b) C A, koji sadrzi tacku zo (zg € (a,b)),
takav je f(zo) > f(z), Vo € (a,b). Taj lokalni maksimum u tacki
iznosi f(xo).

e Kazemo da funkcija f u tacki xg ima (postize) globalni minimum
na svojoj domeni A ako je f(zg) < f(x), Vo € A. Taj globalni
minimum iznosi f(xg).

e Kazemo da funkcija f u tacki xg ima (postize) globalni maksimum
na svojoj domeni A ako je f(zg) > f(z), Vx € A. Taj globalni
maksimum iznosi f(z¢).

Za tacku s nekim od navedenih svojstava kazemo da je ekstrem (lokalni
ili globalni) ili da je tacka ekstrema (lokalnog ili globalnog).

Definicija 2.8. Funkcija f: A — R, A C R, je periodiéna ako postoji
realan broj P # 0 takav da je f(x + P) = f(z) za svaki x € A. Najmanji
od svih takvih pozitivnih brojeva P (ako postoji) se naziva osnovni period
funkcije f.

Definicija 2.9. Funkcija f: A - R, A C R, je konveksna na intervalu
1 C A ako je

f <!E1+$2> < f(xl);f(@)

, Vxi1,x0 € 1.
9 €1, T2

Graf konveksne funkcije f na tom intervalu I je "udubljen”.
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Definicija 2.10. Funkcija f: A - R, A C R, je konkavna na intervalu
1 C A ako je

, Vo, a0 € 1.

f <$172LCC2> > f(ﬁfl)-;f(@)

Graf konkavne funkcije f na tom intervalu I je ”ispupcen”.

2.3 Elementarne funkcije
Osnovne elementarne funkcije su:

1. polinomi,

2. racionalne funkcije,

3. eksponencijalna funkcija,

4. stepene funkcije (opéa potencija),

5. logaritamska funkcija,

6. trigonometrijske funkcije,

7. ciklometrijske (arkus) funkcije.

Polinomi

Svaka funkcija P,,: R — R oblika
P, (x) = apx™ + An_12" V4 -+ asx® + a1z + ao,

gdje jen € N, ag,a1,...,a, € R, a, # 0, se naziva polinom (n-tog ste-
pena). Koeficijent a,, se naziva vodeéi (najstariji) koeficijent. Po definiciji
se uzima da je konstanta polinom nultog stepena. Domena (i kodomena)
polinoma je cijeli skup R realnih brojeva. Treba napomenuti da su zbir i
proizvod dva polinoma ponovo polinomi. Dva polinoma su jednaka ako su
istog stepena i ako su im odgovarajuci koeficijenti jednaki.

Racionalne funkcije

Funkcija oblika
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gdje su P,(x) i Qm(z) polinomi n-tog i m-tog stepena, redom, naziva se
racionalna funkcija. Polinome jos nazivamo cijele racionalne funkcije
(kod njih je Q(z) = 1 konstanta), a sve ostale racionalne funkcije nazivamo
razlomljene racionalne funkcije.

Ako je P,(x) polinom n—tog, a Q. (z) polinom m-tog stepena, te ako je
n < m, onda kazemo da je R(z) = P,(z)/Qm(z) prava racionalna funk-
cija, a ako je n > m, onda kazemo da je R(z) = P,(x)/Qm(x) neprava
racionalna funkcija. Neprava racionalna funkcija se moze prikazati u

obliku
Da(x) Ty (x)

 Qm(2) Qm(z)’
gdje je Sy—m(x) polinom n — m—tog stepena, a Tj(z) polinom stepena k,
k< m.

Domena racionalne funkcije je cijeli skup R bez nulta¢aka polinoma u
nazivniku, tj.

R(x) = Sp—m(x) +

Dr=R\{z R : Qn(x) =0}

Treba napomenuti da se podrazumijeva da je racionalna funkcija veé
skra¢ena, tj. da ne postoji g € R koji je nultacka i polinoma u broj-
niku i polinoma u nazivniku. Kodomena racionalne funkcije je cijeli skup
R. Nultacke racionalne funkcije su nultacke polinoma u brojniku, tj.

=0 & P,(z) =0.

Eksponencijalna funkcija

Neka je a > 0, a # 1 realan broj. Funkcija f: R — R oblika
f(x) =a”

se naziva (opéa) eksponencijalna funkcija. Realan broj a se naziva
baza, a realan broj x se naziva eksponent. Domena eksponencijalne funk-
cije je skup realnih brojeva R. Kako je a® > 0 za svaki pozitivan realan
broj a, to je slika eksponencijalne funkcije skup (0, +00) pozitivnih realnih
brojeva i njen graf niti dira niti sijece osu x. Eksponencijalna funkcija je
strogo monotona i nema ekstrema. U slucaju kada je a > 1, ona je strogo
rastuéa, a kada je 0 < a < 1, ona je strogo opadaju¢a. Kako je a® = 1
za svako a > 0, to graf svake eksponencijalne funkcije prolazi kroz tacku
(0,1). Takoder treba napomenuti da su grafovi eksponencijalnih funkcija,
Cije su baze reciprocni brojevi, simetri¢ni u odnosu na osu y.
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Baze eksponencijalne funkcije koje su najceSée u upotrebi su a = 2 i
a = 10, te a = e, gdje je e = 2.718 iracionalan broj koji predstavlja
prirodnu eksponencijalnu bazu. Eksponencijalnu funkciju f(z) = e”®
nazivamo prirodna eksponencijalna funkcija i u tom sluc¢aju cesto se
umjesto e” piSe exp .

Stepene funkcije (opéa potencija)

Neka je ¢ € R bilo koji realan broj. Funkcija f: Rt — R* oblika

flx) ==°
se naziva opéa potencija. Ova funkcija se definira pomoc¢u formule

¢ =T 1> 0.

Opca potencija je definirana na skupu pozitivnih realnih brojeva i poprima
vrijednosti takoder u skupu pozitivnih realnih brojeva. Nema nultacaka i
monotona je (za ¢ # 0 je strogo monotona). Za ¢ > 0 opéa potencija strogo
raste, a za ¢ < 0 strogo pada. Za ¢ = 0 imamo da je f(z) = 2° = 1, pa
dobijamo konstantnu funkciju f(x) = 1 definiranu na skupu R*. Kako je
f(1) = 1¢ = 1, za svaki realan broj ¢, to imamo da graf opée potencije
prolazi tackom (1,1) za svaki realan broj c.

S obzirom na vrijednost eksponenta ¢ mozemo posmatrati nekoliko
slucajeva.

Potencije s prirodnim eksponentom mozemo posmatrati u slucajevima
kada je ¢ = 1 i kada je ¢ > 1. U oba slucaja je domena cijeli skup
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. 0O0<e=05<1
c=0
c=—-1<0

7 8 9

dranta. Kada je ¢ paran broj, slika funkcije je skup [0, +00), a kada
je ¢ neparan broj, onda je slika funkcije cijeli skup R. Nultacka je
xg = 0. Za paran ¢, graf u toj tacki dira osu x, a za neparan c u toj
tacki sijece osu z.

Potencije s cjelobrojnim eksponentom mozemo posmatrati kada je
c>0,c=01c<0. Kada je ¢ > 0 imamo da je ¢ prirodan broj, $to
smo opisali u prethodnom sluc¢aju. Kada je ¢ = 0, rekli smo da je tada
f(z) = 1,Vx € R, pa je graf pravac y = 1 koji je paralelan s osom
x. Za ¢ < 0 imamo da je domena skup R\ {0}, a nema nultacaka.
Za paran c, slika funkcije je skup (0, +00), dok je za neparan c slika
funkcije skup R\ {0}.

Potencije s racionalnim eksponentom ¢emo posmatrati za racionalne
eksponente m/n, gdje je m € Z\{0}, n € Ninzd(m,n) = 1 (razlomak
m/n je potpuno skracéen).

’ n \ m \ Dy \ f(D) \ nultacka ‘
neparan | m > 0 paran R [0, +00) 0
neparan | m > 0 neparan R R 0

neparan | m < 0 paran | R\ {0} | (0,400) | nema

neparan | m < 0 neparan | R\ {0} | R\ {0} nema
paran | m > 0 neparan | [0,400) | [0, +00) 0
paran | m < 0 neparan | (0,+o00) | (0,+00) | nema
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Logaritamska funkcija

Opca eksponencijalna funkcija f(xz) = a® je bijekcija sa skupa R na skup
R*, pa postoji njena inverzna funkcija. Neka je a pozitivan realan broj
razli¢it od 1. Funkciju f: RT — R definiranu formulom

f(z) = log, @

nazivamo logaritamska funkcija (u bazi a). Logaritamska funkcija je
inverzna funkcija opée eksponencijalne funkcije i s njom je povezana na
nacin da je

y =log, & r=aY.

-~ Y= logg 5@

-3+ ~ -

-

Logaritam pozitivnog realnog broja x po bazi a je realan broj y kojim
treba stepenovati bazu a da bi se dobio broj z. Logaritamska funkcija je
inverzna funkcija opée eksponencijalne funkcije. Logaritamska funkcija je
strogo monotona, i to za 0 < a < 1 je strogo opadajuca, a za a > 1 je strogo
rastuca. Kako je log, 1 = 0, za svaku bazu a, to graf svake logaritamske
funkcije prolazi tackom (1,0) i zp = 1 je nultacka logaritamske funkcije.

Ako je a = 10, onda umjesto log;yx piSemo logz i broj logz zovemo
dekadski, Briggsov ili obican logaritam broja x.

Ako je a = e, onda umjesto log, = piSemo In x i broj In x zovemo Neperov
(Napierov) ili prirodni logaritam broja x.

Trigonometrijske funkcije

Trigonometrija (gré. trigonon — trougao, metron — mjera) je dio matema-
tike koji prouc¢ava odnose izmedu duzina stranica i veli¢ina uglova u trouglu.
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Ukoliko je rijec o trouglovima u ravni onda je rije¢ o trigonometriji u ravni,
a ukoliko je rije¢ o trouglovima koji se nalaze na povrsini kugle, onda je
rije¢ o sfernoj trigonometriji.

[ ] t
¢ 1 m/2
E(t) E(t)
0 T o

B(—1,0) / A(1,0) O A

N

Jedan od vaznijih pojmova u trigonometriji je brojevna ili trigonometrij-
ska kruznica. Uzmimo Kartezijev koordinatni sistem i u njemu jedini¢nu
kruznicu (polupre¢nika 1) s centrom u ishodistu koordinatnog sistema. Na
njoj oznacimo tacke A(1,0) i B(—1,0). Postavimo brojevni pravac koji je
prvom kvadrantu. Sada taj pravac namotajmo na kruznicu tako da njegov
dio s pozitivnim brojevima namatamo u pozitivnhom smjeru (suprotnom
smjeru kazaljke na satu), a njegov dio s negativnim brojevima u negativ-
nom smjeru (u smjeru kazaljke na satu). Na taj nacin svakom realnom
broju ¢ (s pravca) pridruzujemo tacno jednu tacku E(¢) na kruznici. Kako
je obim jedini¢ne kruznice jednak 27, to u tacku B(—1,0) pada broj .
Jedini¢na kruznica na koju su na opisani nac¢in smjesteni realni brojevi se
naziva brojevna ili trigonometrijska kruznica.
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Ozna¢imo 1li s K skup svih tacaka na kruznici, onda smo na opisani
nacin definirali preslikavanje F sa skupa realnih brojeva R na skup K.
Uoc¢imo da u svaku tacku na kruznici padne beskona¢no mnogo tacaka
s brojevnog pravca, tj. tacki E(t) su pridruzeni realni brojevi t,t + 2,
t —2m,t + 4w, t — 4w, .... Zbog toga funkcija E nema inverznu funkciju.
Medutim, kada ¢ prolazi intervalom [0, 27), onda pripadna tacka E(t) pro-
lazi po kruznici K u pozitivhom smjeru, tj. suprotno smjeru kazaljke na
satu i pri tome E(t) prolazi kroz svaku tacku kruznice samo jednom. Na
taj nacin dobijamo bijektivnu funkciju koja ima svoj inverz. Sada imamo
obostrano jednoznac¢no pridruzivanje izmedu realnih brojeva i tacaka na
kruznici. Realan broj t sluzi kao mjera ugla ZAOFE(t) i kazemo da taj ugao
ima t radijana. Ako ugao ima ¢ radijana onda on ima 180¢/7 stepeni, a
ako ima w stepeni onda ima wm /180 radijana. Imamo da je

1radijan = 57°17'45" i 1° =~ 0.017 radijana.

| stepeni || 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 180° | 270° | 360° |
| radijani | 0 [x/6 | n/4 [ x/3[7x/2] = [3x/2] 27 |

Tacka F(t) ima dvije koordinate. Prvu nazivamo kosinus broja t a drugu
nazivamo sinus broja t. Tako imamo da je kosinus realnog broja ¢
apscisa one tacke F(t) na trigonometrijskoj kruznici koja je pridruzena
broju ¢, a sinus realnog broja ¢ je ordinata te tacke. Na taj nacin smo
definirali dvije funkcije. Prva je cos: R — [—1,1] koja se naziva kosi-
nus, a druga je sin: R — [—1,1] koja se naziva sinus. Pomoc¢u funkcija
sinus i kosinus se definiraju jos dvije funkcije, koje se zajedno s funkci-
jama sinus i kosinus, jednim imenom nazivaju trigonometrijske funk-
cije. To su tg: R\ {g +km: ke Z} — R koja se naziva tangens i
ctg: R\ {k7 : k € Z} — R koja se naziva kotangens, a definiraju se kao

sint . cost
tgt = i ctgt =
cost

Nultacke funkcija sinus i tangens su brojevi oblika k7, a nultacke funkcija
kosinus i kotangens su brojevi oblika (2k + 1)7/2, k € Z. Funkcije sinus i
kosinus su ogranicene (i odozdo i odozgo), jer vrijedi da je —1 <sint <11
—1 < cost <1, Vz € R. Funkcija sinus za 7/2 + 2km, k € Z, postize svoju
maksimalnu vrijednost i ona iznosi 1, a za 37 /2 + 2kn, k € Z, postize svoju
minimalnu vrijednost i ona iznosi —1. Funkcija kosinus za 2kw, k € Z,
postize svoju maksimalnu vrijednost i ona iznosi 1, a za (2k + 1)7, k € Z,
postize svoju minimalnu vrijednost i ona iznosi —1. Funkcije tangens i
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kotangens su neogranicene (i odozdo i odozgo) i nemaju lokalnih ekstrema.
Sve Cetiri trigonometrijske funkcije su periodi¢ne. Osnovni period funkcija
sinus i kosinus je 27, a funkcija tangens i kotangens je 7. Funkcija kosinus
je parna, a ostale tri su neparne.

Kako vrijednost funkcija sinus i kosinus (realnog broja ili ugla) mozemo
ocitati na slici kao ordinatu i apscisu tacke, tako i vrijednost funkcija tan-
gens i kotangens (broja ili ugla) mozemo ocitati kada na sliku s trigono-
metrijskom kruznicom dodamo pravac p; koji je okomit na osu x i prolazi
tackom (1,0), te pravac py koji je okomit na osu y a prolazi tackom (0, 1).
Pravac p; se naziva tangensna os, a pravac ps se naziva kotangensna os.
Tangens broja t predstavlja ordinata tacke A koja je presjek tangensne ose

A D2 A B/
Ve
sint ¢— — E(t) E(t) A

b1

p1 1 poluprave iz koordinatnog pocetka O kroz tacku E(t). Kotangens broja
t predstavlja apscisa tacke B koja je presjek kotangensne ose po i poluprave
iz. koordinatnog pocetka O kroz tacku E(t).

Ciklometrijske (arkus) funkcije

Kako trigonometrijske funkcije nisu bijekcije, to one ne mogu imati
inverzne funkcije. Medutim, u primjenama se ¢esto javlja potreba za nji-
hovim inverzima, pa se inverzne funkcije definiraju za pogodno odabrane
restrikcije trigonometrijskih funkcija koje su bijekcije. Biraju se restrikcije
na intervale koji su najblizi nuli. Ako je zadana funkcija f: A — B i ako je
S C A, onda funkciju fy: S — B za koju vrijedi da je fo(z) = f(z),Vz € §
nazivamo restrikcija ili suzenje funkcije f na skup S. Funkcija fj izvan
skupa S nije definirana, a na skupu S djeluje jednako kao i funkcija f.
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Restrikcija funkcije sinus na interval [—7n/2,7/2] je bijekcija i inverzna
funkcija te restrikcije je funkcija arkus sinus

arcsin: [—1,1] — [ T W} ,

22
koja je strogo rastuca i neparna, te ima nultacku xy = 0.

Restrikcija funkcije kosinus na interval [0, 7] je bijekcija i inverzna funkcija
te restrikcije je strogo opadajuéa funkcija arkus kosinus

arccos: [—1,1] — [0, 7],

a nultacka joj je zg = 1.
Restrikcija funkcije tangens na interval (—m/2,7/2) je bijekcija i inverzna
funkcija te restrikcije je funkcija arkus tangens

T
arctg : R — <——,—>,
& 272
koja je strogo rastuca i neparna, a nultacka joj je zg = 0.
Restrikcija funkcije kotangens na interval (0, ) je bijekcija i inverzna funk-
cija te restrikcije je funkcija arkus kotangens

arcctg : R — (0, ),
koja je strogo rastuca i nema nultacaka.

Elementarnom funkcijom nazivamo svaku funkciju koju mozemo dobiti
od osnovnih elementarnih funkcija (i njihovih restrikcija) u konaéno mnogo
koraka pomoc¢u kompozicije, te aritmetickih operacija sabiranja, oduzima-
nja, mnozenja i dijeljenja.

Algebarske funkcije su elementarne funkcije koje se mogu dobiti kompo-
niranjem op¢ih potencija s racionalnim eksponentima i racionalnih funkcija
s racionalnim koeficijentima, tj. to su funkcije koje se iz funkcija g(z) =11
h(z) =z, x € R, mogu dobiti u kona¢no mnogo koraka pomocéu sabiranja,
oduzimanja, mnozenja, dijeljenja i korjenovanja. Za svaku algebarsku funk-
ciju f postoji polinom P # 0 od dvije varijable takav da je P(x, f(z)) =0,
za svako z iz domene funkcije f. Elementarne funkcije koje nisu algebar-
ske se nazivaju transcendentne. Za njih naprijed opisani polinom P ne
postoji. Medu transcendentne funkcije ubrajamo eksponencijalne, logari-
tamske, trigonometrijske, ciklometrijske, te veéinu racionalnih funkcija (sve
one koje imaju bar jedan iracionalan koeficijent). Osim njih, u transcen-
dentne funkcije se ubrajaju i hiperbolne funkcije (koje se definiraju pomoéu
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funkcije e”) i area funkcije (funkcije inverzne hiperbolnim funkcijama ili nji-
hovim restrikcijama).

Hiperbolne i area funkcije

Hiperbolne funkcije sinus hiperbolni sh : R — R i kosinus hiperbolni
ch: R — [1,400) se definiraju kao
et _ o et 4 e 7
her=— i hy = ———
shz 5 i chx 5
dok se funkcije tangens hiperbolni th: R — (—1,1) i kotangens hi-
perbolni cth : R\ {0} — (—o0,—1) U (1, +00) definiraju, slicno tangensu
i kotangensu, kao
shz e? —e T e —1 chx_ex+e_“" e 41

thx = = = icthx = = = .
chx eT+e? 2241 shr e?—e* 221

Funkcije sh,th i cth su neparne, a funkcija ch je parna. Funkcije sh,ch i
th su strogo rastuée. Funkcija cth strogo pada na skupu (—oco, 0) (opada od
—1 do —00) a strogo raste na skupu (0, +00) (raste od 1 do +00). Nultacka
funkcija sh i th je zg = 0, dok funkcije ch i cth nemaju nultacaka.

Funkcije sh i th imaju inverzne funkcije, dok se za funkcije ch i cth mo-
raju posmatrati njihove restrikcije. Za funkciju ch posmatramo restrikciju
na interval [0, +00), dok za funkciju cth posmatramo restrikciju na interval
(0,+00). Funkcije inverzne hiperbolnim funkcijama (i njihovim restrikci-
jama) se nazivaju area funkcije.

Funkcije area sinus hiperbolni arsh : R — R i area kosinus hiper-
bolni arch : [1,+00) — [0, +00) definiramo kao

arshz = In(z + Va2 + 1) i archx = In(x + V22 — 1),

dok funkcije area tangens hiperbolni arth : (—1,1) — R i area kotan-
gens hiperbolni arcth : R\ [-1,1] - R\ {0} definiramo kao

1 1
e i arcthz = ln$+

1 1
hr=-=1 — .
arthe =5 In = o e 1
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2.4 Linearna funkcija

Funkcija f: R — R zadana s
f(x) =ax+0b, a,beR,

se naziva linearna funkcija. Graf linearne funkcije je pravac. Obic¢no se
zahtijeva da je a # 0, jer bi inace funkcija bila konstanta (f(z) = b) i njen
graf bi bio pravac paralelan s osom zx.

a>0 A A a<0
\b\
/b/a - b;N>

/b

Parametri o kojima ovisi linearna funkcija f(x) = ax + b su realni brojevi
a i b. Posmatrano geometrijski, a predstavlja koeficijent smjera pravca
ili nagib pravca, dok b predstavlja odsjecak koji pravac odsijeca na osi y.
Analiticki, b predstavlja vrijednost funkcije f u tacki 0, tj. b = f(0), dok a
predstavlja omjer (koli¢nik) prirasta funkcije i prirasta argumenta, tj.

_ fw2) — f(z)
To—x1

Sto je vrijednost nagiba po apsolutnoj vrijednosti veéa, to se vrijednost
funkcije brze mijenja u odnosu na promjenu varijable x.
Jednacina pravca koji prolazi kroz dvije zadane tacke A(xz1,y1) 1 B(x2,y2),

gdje je y1 = f(z1) i y2 = f(22), je dana s

Linearna funkcija je neogranicena (i odozdo i odozgo) strogo monotona
funkcija i u slucaju kada je a > 0 ona strogo raste, a u slucaju kada je
a < 0 ona strogo opada. Linearna funkcija nema ekstrema.
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Nultacka funkcije je ona vrijednost varijable x za koju funkcija f(x) postize
vrijednost 0, tj. nultacka funkcije je rjesenje jednacine f(x) = 0. Tako
dobijamo da je x = —b/a nultacka linearne funkcije f(z) = ax + b.

Ako analiziramo znak linearne funkcije f(x) = ax+b, imamo da u slu¢aju
kada je a > 0, onda je funkcija negativna Vz € (—oo, —b/a), tj. f(z) <0, a
Vo € (—b/a,+0o0) je funkcija pozitivna, tj. f(x) > 0. Ako je a < 0, onda je
funkcija pozitivna za svako x iz intervala (—oo, —b/a), a negativna za sve
x iz intervala (—b/a, +00).

2.5 Kvadratna funkcija

Kvadratna funkcija (polinom drugog stepena) je funkcija f: R — R
oblika
f(z)=az’+bx+c, a#0,bceR.

xl\’/ N

T

Graf kvadratne funkcije je parabola. Broj a se naziva vodedéi koeficijent.
Ako je a > 0 onda je kvadratna funkcija konveksna (parabola ima ”otvor
prema gore” ), ako je a < 0 onda je kvadratna funkcija konkavna (parabola
ima "otvor prema dolje”). Broj b se naziva linearni koeficijent a broj
¢ se naziva slobodni koeficijent i on predstavlja odsjecak koji parabola
odsijeca na osi y, tj. predstavlja ordinatu tacke u kojoj parabola sijece osu
y. Ocigledno je da parabola prolazi kroz koordinatni pocetak ako i samo
ako je ¢ = 0. Nultacke kvadratne funkcije se ra¢unaju pomocu formule

—b+ vVb?2 — 4ac
2a '

T19 =
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Kako su nultacke funkcije realne vrijednosti, to vidimo da postojanje
nultacaka kvadratne funkcije zavisi od vrijednosti potkorjene veli¢ine u for-
muli za odredivanje nultacaka. Potkorjena veli¢ina se oznacava s

D =b? — dac
i naziva diskriminanta kvadratne funkcije.
D > 0 : Postoje dvije realne nultacke i parabola sijece osu x u dvije tacke.
D =0 : Postoji jedna realna nultacka i parabola dira osu .

D < 0: Ne postoje realne nultacke i parabola niti dira, niti sijece osu x.

a>0

a>0 D<0
a>0 D=0
D>0
/N
\/ -
a<0 0
a <
D>0 D—0 a<0
D <0

Kada je a > 0 kadratna funkcija je neograni¢ena odozgo, ali je ograni¢ena
odozdo i ima svoj minimum. Kada je a < 0 imamo suprotnu situaciju.
U tom slucaju je kadratna funkcija neograni¢ena odozdo, ali je ograni¢ena
odozgo i ima svoj maksimum. Kao $to vidimo, svaka kvadratna funkcija
ima tacno jedan ekstrem. Ta tacka je T'(xg,yo) i naziva se tjeme parabole.

_rit+x2 b dac — b2

o 5 = 3, Yo = flzo) = — -

Kvadratna funkcija je parna za b = 0, a za b # 0 niti parna niti neparna.
Ipak je njen graf simetrican u odnosu na pravac x = —b/2a, tj. pravac koji
je paralelan s osom y i prolazi kroz tjeme parabole.

Kada je a > 0 kvadratna funkcija strogo opada na intervalu (—oo, xg), i
to opada od +o00 do yo, a na intervalu (xo, +00) ona strogo raste od yy do
+oo. Kada je a < 0 onda za z € (—o0, x¢) kvadratna funkcija strogo raste
od —oo do yo, a za x € (xg,+00) kvadratna funkcija strogo opada od yo do
—00.
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Sada analizirajmo znak kvadratne funkcije u sva tri slucaja u zavisnosti
od vrijednosti diskriminante D.

D < 0: U ovom slucaju kvadratna funkcija ima isti znak kao i koeficijent a,
tj. ako je a > 0, onda je f(x) > 0, a ako je a < 0, onda jei f(x) < 0,
za svako z € R.

D =0 : Iuovom slucaju je situacija skoro ista kao u prethodnom. Za a > 0 je
f(z) > 0,aakojea <Oondajei f(x) <0, zasvako z € R\ {—b/2a},
dok za x = —b/2a imamo da je f(z) = 0.

D < 0: Uslucaju kada je a > 0 onda je f(x) > 0za x € (—o0,x1)U(x2, +00),
a f(r) < 0zaxz € (x1,22). Kada je a < 0 tada je f(z) > 0 za
x € (x1,2), dok je f(x) <0 za x € (—o0,x1) U (2, +00).
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3.1 Osnovni pojmovi

Ako posmatramo funkcije f(x) i g(x) u istoj oblasti argumenta x u kojoj su
obje funkcije definirane, onda mozemo postaviti pitanje za koje vrijednosti
argumenta x su vrijednosti obje funkcije jednake ili je vrijednost funkcije
f(x) manja ili veéa od vrijednosti funkcije g(x), tj. za koje vrijednosti
argumenta x vrijedi:

(a) f(z) =g(=),
(0) f(x) <g(),
(©) f(x) > g(@).

Ako posmatramo prvi sluéaj, tj. f(x) = g(x), mi time ne izrazavamo tvrd-
nju da je vrijednost f(x) zaista jednaka vrijednosti g(x), za sve z za koje

45
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su funkcije f(z) i g(x) definirane, nego se samo pitamo za koje vrijednosti
x Ce se to desiti. Za neke vrijednosti x to moze biti ispunjeno, dok za neke
druge vrijednosti to ne mora biti slucaj. Analogna je situacija s drugim i
treéim slucajem.

Izraz pod (a) se naziva jednacina (s jednom nepoznatom), a izrazi (b) i
(c) se nazivaju nejednacine (s jednom nepoznatom).

Napomenimo da se vrlo Cesto izrazi f(x) > g(x) i f(x) < g(x) takoder
nazivaju nejednacinama, iako je u oba slucaja rije¢ o sistemu koji se sastoji
od jedne jednacine i jedne nejednacine. Imamo da je f(x) > g(z) ako i
samo ako je (f(z) > g(z) V f(z) = g(z)), te da je f(x) < g(x) ako i samo
ako je ((z) < g(x) V f(z) = g()).

Argument z u jednaéini (a) i nejednacinama (b) i (¢) se naziva nepoznata.

Ako su u jednacini obje strane algebarski izrazi onda za jedna¢inu kazemo
da je algebarska, a ako bar jedna od strana jednacine nije algebarski izraz,
onda je jednac¢ina transcendentna.

3.2 Rjesenje jednacine i nejednacine

Definicija 3.1. Svaka vrijednost argumenta x, za koju funkcije f(x) i g(x)
imaju jednake vrijednosti, je rjeSenje (korijen) jednacine f(x) = g(z).
Analogno se definira rjesenje nejednacine, pa imamo da se svaka vrijednost
arqgumenta x za koju je vrijednost funkcije f manja (veca) od vrijednosti
funkcije g naziva rjeSenje nejednacine f(x) < g(x) (f(z) > g(x)).

Napomena 3. Kvadratna jednacina x* — 10z 4+ 25 = 0 ima dva rjesenja
koja su jednaka, tj. tma dvostruko rjesenje x = 5. Takoder kaZemo da je
x =5 rjeSenje (korijen) kratnosti 2. Jednacina

28 — 927 4 2125 + 132° — 902* + 9623 — 3222 = 0
ili u ekvivalentnom obliku
22z — 13z +2)(z—-4)%*=0

ima Cetirt razlicita rjesenja, 1 to x1 = 0 kratnosti 2, xo = 1 kratnosti 3,
x3 = —2 kratnosti 1 1 x4 = 4 kratnosti 2.

Za vrijednost argumenta z, koja predstavlja rjeSenje jednacine, odnosno
nejednacine, kazemo da zadovoljava jednacinu, odnosno nejednacinu.

Ako je ¢ rjesenje jednacine f(x) = g(z), onda je f(xg) = g(xo), te ako
je xo rjeSenje nejednacine f(x) < g(z), odnosno nejednacine f(x) > g(x),
onda imamo da vrijedi f(xo) < g(x0), odnosno f(zg) > g(xo).
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Funkcije f i g mogu takoder zavisitii od dva ili vise argumenata. Tako npr.
ako zavise od dva argumenta x i y, onda imamo jednacinu f(z,y) = g(z,y),
a pod njenim rjesenjem podrazumijevamo uredeni par brojeva (xq,yo) za
koji vrijedi f(xo,y0) = g(z0,%0). U slucaju da funkcije f i g zavise od
tri argumenta x,y i z, tada imamo jednaéinu f(z,y,z) = g(x,y, z), a pod
njenim rjesenjem podrazumijevamo uredenu trojku brojeva (xo,yo, 20) za
koju vrijedi f(zo,¥0,20) = 9(%0, Yo, 20)-

Prilikom rjesavanja jednacina i nejednacina treba paziti da rijesiti jednacinu
ili nejednacinu znaci odrediti sva njena rjesenja ili pokazati da ona nema
rjeSenja.

Da bi neka vrijednost z( bila rjeSenje jednacine (a), odnosno nejednacine
(b) ili (¢), ta vrijednost mora obavezno pripadati podrucju definicije funkcija
fig,tj. mora se modéi izracunati i vrijednost f(zg) i g(xo).

Definicija 3.2. Skup svih vrijednosti za koje su oba izraza f(x) i g(z)
definirana, nazivamo podruéjem definicije ili definicionim podrucéjem
jednacine (a), odnosno nejednacina (b) i (c).

Definiciono podrucje jednacine, odnosno nejednacine, se dobija kao presjek
definicionih podruéja funkcija f(x) i g(x).

Skup rjesenja jednacine (nejednacine) je podskup njenog definicionog po-
drugja, pa zaklju¢ujemo da jednacina i nejednacina, kojoj je podrucje de-
finicije prazan skup, nema rjeSenja. Ako za neko xg, bar jedan od izraza
f(x0) 1 g(xp) nema smisla, onda xy ne dolazi u obzir da bude rjesenje po-
smatrane jednacine (nejednacine).

Primjer 3.1. Odrediti definiciono podrucje zadanih jednacina i nejednacina.
a) 2 —1=x+3

b) W72

T

2x—3 9
C) 24+3x—4 ~ Tx—zx?

d) 822 -3z -2 < Igjgz
O
f) log(x —7)=+v4—x

Rjesenge:
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a) Lijeva strana je definirana za svaki realan broj x. Desna strana je ta-
koder definirana na cijelom skupu R, pa zaklju¢ujemo da je podrucje
definicije ove jednacine cijeli skup R.

b) Lijeva strana je definirana na skupu R\ {0}, a desna strana je defi-
nirana na cijelom skupu R, pa zaklju¢ujemo da je podrucje definicije
ove nejednacine skup R\ {0}.

¢) Lijeva strana je definirana na skupu R\{—4, 1}, a desna strana je defi-
nirana na skupu R\ {0, 7}, pa zaklju¢ujemo da je definiciono podruéje
jednacine skup R\ {—4,0,1,7}.

d) Lijeva strana je definirana na skupu [2,+00), a desna na R\ {0,6},
pa je definiciono podruéje nejednacine skup [2,6) U (6, 4+00).

e) Lijeva strana je definirana na skupu [3,+00), a desna na skupu
(—00,5), pa je definiciono podruéje nejednacine skup [3, 5).

f) Lijeva strana je definirana na skupu (7,+00), a desna na skupu
(—00,4], pa je definiciono podrucje jednacine prazan skup.

&

Prilikom rjesavanja jednac¢ine moze nastupiti jedan od sljedeca tri slucaja.

1. Sve vrijednosti « iz definicionog podrucja jednacine su rjeSenje dane
jednacine.
2 —1=(z-1)(z+1)

2. Jednac¢ina nema rjeSenja.

2 —9=(z-2)(z+2)-3

3. Neke vrijednosti x (ali ne sve) iz definicionog podruéja su rjesenje
dane jednacine.
2?2 =52 =0

Kao sto vidimo, skup rjesenja jednacine moze biti konacan ili beskonacan.

Napomenimo da sve receno za jednacine, vrijedi i za nejednacine. Takoder
istaknimo da prilikom rjeSavanja jednacina i nejednacina obavezno moramo
znati njihovo podruéje definicije. Tako imamo da jednacina z2> +1 = 0 u
skupu kompleksnih brojeva C ima dva rjeSenja, i to x1 2 = %7, dok u skupu
realnih brojeva R nema rjesenja.
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Zbog simetri¢nosti relacije jednakosti slijedi da je svako rjesenje jednacine
f(x) = g(x) ujedno i rjesenje jednacine g(z) = f(z). Takoder mozemo
nejednacinu f(x) < g(x) pisati u obliku g(x) > f(x), dok nejednacinu
f(z) > g(x) mozemo pisati u obliku g(z) < f(z).

Kako je svako rjesenje jednacine f(x) = g(x) ujedno i rjeSenje jednacine
f(z) —g(x) =0, i obratno, to se jednacina f(x) = g(z) uvijek moze pisati
u obliku F'(z) = 0. Sliéno vrijedi i za nejednacine, pa imamo da se ne-
jednacine f(x) > g(x) i f(x) < g(x) uvijek mogu pisati u obliku F'(z) > 0
ili F(z) < 0.

3.3 Graficko rjesavanje jednacina i nejednacina

Predstavimo funkcije f(z) i g(z) graficki. Neka je zy jedno rjesenje
jednacine f(x) = g(z). To znaci da je f(xg) = g(xo), tj. imamo da su
ordinate tacaka na grafovima funkcija f(z) i g(x), ¢ija je apscisa jednaka
xg, takoder jednake. To znaci da je rjeSenje jednacine f(x) = g(x) apscisa
tacke u kojoj se grafovi funkcija f i g sijeku.

Slicno mozemo opisati graficko rjeSsavanje nejednacina. Ako je neko zg
rjeSenje nejednacine f(z) < g(x), tada je ordinata f(z¢) tacke (zo, f(xo)),
koja se nalazi na grafu funkcije f, manja od ordinate g(xg) tacke (xo, g(xo)),
koja se nalazi na grafu funkcije g. To znaci da se tacka (xq, f(z¢)) na grafu
funkcije f nalazi ispod tacke (zg, g(xo)) na grafu funkcije g, pa zaklju¢ujemo
da su rjesenja nejednacine f(z) < g(z) one vrijednosti x na osi apscisa za
koje se graf funkcije f nalazi ispod grafa funkcije g. Analogno imamo da
su rjeSenja nejednacine f(z) > g(z) one vrijednosti x na osi apscisa za koje
se graf funkcije f nalazi iznad grafa funkcije g.
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Sa slike vidimo da jednacina f(z) = g(x) ima 5 rjesenja i to su:
ri=a, T9=0b, x3=c, x4=d, x5=c¢.
Rjesenje nejednacine f(z) < g(x) je
x € {(a,b) U (c,d) U (e, +00),
dok je rjesenje nejednacine f(z) > g(z) dano s

x € (—o0,a) U (b,c) U (d,e).

3.4 Ekvivalentnost jednacina i nejednacina

Ako posmatramo dvije jednacine (nejednacine) i ako je svako rjesenje prve
jednacine (nejednacine) ujedno i rjesenje druge, onda kazemo da je druga
jednacina (nejednacina) posljedica prve. Skup rjesenja posljedice dane
jednacine (nejednacine) sadrzi sva rjeSenja dane jednacine (nejednacine),
ali posljedica moze imati i rjeSenja koja nisu i rjeSenja dane jednacine
(nejednacine). Kazemo da su ta rjeSenja nepoznata za danu jednacinu
(nejednacinu). Ako posljedica nema drugih rjesenja osim rjesenja dane
jednacine (nejednacine), onda za nju kazemo da je ekvivalentna s danom.

Definicija 3.3. Za dvije jednacine (nejednacine) kaZemo da su ekviva-
lentne ako i samo ako imaju jednake skupove rjesenja, tj. ako je svako
rjeSenje prve ujedno i rjesenje i druge, i obratno.

Napomena 4. Za jednacine x — 1 = 0 i (x — 1) = 0 uzimamo, prema
dogovoru, da nisu ekvivalentne, iako imaju isto rjesenje x = 1. Razlog tome
je sto je rjesenje prve jednostruko, a rjesenje druge dvostruko.

Jednacine
r—1=0 i 2°-1=0
su ekvivalentne na skupu R ali ne i na skupu C, jer na skupu R obje
jednacine imaju samo jedno rjeSenje x = 1, dok u skupu C prva jednacina
ima i dalje samo jedno rjeSenje, i to x = 1, a druga ima tri rjeSenja, i to
vy =129 =(-1+iv3)/2ix3=(—1—1iV3)/2.

Prilikom rjesavanja jednacina (nejednacina) vrse se tehnicke transforma-
cije izraza u njima tako da ih zamjenjujemo nizom ekvivalentnih, ali jed-
nostavnijih, jednacina (nejednacina) sve dok ne dobijemo tzv. rijeseni oblik
jednacine (nejednacine) iz kojeg neposredno ”proc¢itamo” rjesenje. Prilikom
rjeSavanja moramo biti oprezni da ne promijenimo definiciono podrucje za-
dane jednacine (nejednacine).
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Teorem 3.1. Ako i jednoj i drugoj strani jednacine (nejednacine) dodamo
izraz, koji je definiran u definicionom podrucju jednacine (nejednacine) koju
rjeSavamo, onda dobijamo jednacinu (nejednacinu) koja je ekvivalentna s
polaznom.

Drugim rije¢ima imamo da su jednacine

fl@)=yg(x) 1 f(z)£h(z)=g(x) £ (),
odnosno nejednacine

fl@)<gl@) 1 f(z)£h(z) <g(x)£h(z),

te
fl)>g(x) i flx)£h(z)>g(x)+h(@)

ekvivalentne ako je izraz h(z) definiran u definicionom podrucju prve
jednacine (nejednacine), uz napomenu da h(z) moze biti i konstanta.
Ovo je zasnovano na sljedeé¢im osobinama:

a=> & atc=bxc

a<b = ate<bzxe.

Upravo navedeni teorem je osnova za tzv. pravilo ”prenosenja ¢lanova”
s jedne na drugu stranu jednacine (nejednacine). Da bismo u jednacini

f(@) + 91(2) = ga(2)

"prenijeli” ¢lan g;(z) na drugu stranu, trebamo i jednoj i drugoj strani
dodati izraz —gi(z), pa dobijamo

f(@) + 91(x) — g1(x) = g2(2) — g1(2),
f(x) = g2(x) — g1(x).
Jednagina koju smo dobili iz polazne je ekvivalentna s njom.

Teorem 3.2. Ako obje strane jednacine pomnozimo izrazom, koji je defi-
niran u definicionom podrucju jednacine i ima vrijednost razlicitu od nule,
onda je dobijena jednacina ekvivalentna s polaznom.
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Drugim rije¢ima imamo da su jednacine

ekvivalentne ako je izraz h(z) definiran u definicionom podruéju prve
jednacine i ako je h(z) # 0, uz napomenu da h(z) moze biti i konstanta
razli¢ita od 0.

Ovo je zasnovano na ekvivalenciji

a=1b & ac=bc, c#0.

Vidimo da jedna¢inu mozemo uvijek pomnoziti konstantom razlicitom od
nule. Ako jedna¢inu pomnozimo s nulom, dobijamo identitet zadovoljen za
svako x. Mnozenjem jednacine izrazom koji moze biti jednak 0 dobijamo
jednacinu koja moze imati i neka nova rjesenja u odnosu na rjesenja polazne
jednacine, ili se moze povecati kratnost ve¢ postojeéih rjeSenja.

Neka za neku vrijednost 2y u definicionom podruéju jednacine f(z) = g(z)
vrijedi h(zg) = 0. Tada je xg rjeSenje jednacine f(z)h(z) = g(z)h(x)
bez obzira na to da li je xo rjeSenje jednacine f(z) = g(z). Ako je zo
rjeSenje polazne jednacine, onda je to i rjesenje novodobijene jednacine, ali
s pove¢anom kratnoséu.

Tako imamo da jednac¢ina 2x + 1 = z ima rjeSenje x = —1. Pomnozimo li
je s * — 4 dobijamo jednacinu (2x 4+ 1)(z — 4) = z(x — 4) koja ima, osim
x1 = —1, jo§ jedno rjeSenja xo = 4. Ako je pomnozimo s x + 1 dobijamo
jednac¢inu (2z 4+ 1)(z + 1) = z(z + 1) kojoj je x = —1 jedino, ali sada

dvostruko rjesenje.

Teorem 3.3. Ako obje strane jednacine podijelimo izrazom razlicitim od
nule © koji je definiran za sva rjesenja te jednacine, onda je dobijena
jednacina ekvivalentna s polaznom.

Napomenimo da jednac¢inu uvijek mozemo podijeliti konstantom razli¢itom
od nule.

Sliéno mnozenju jednacine, podijelimo li jednac¢inu izrazom koji moze biti
jednak 0 mozemo ili izgubiti neka rjesenja polazne jednacine ili nekim
rjeSenjima smanjiti kratnost.

Znamo da jednacina (2x + 1)(z — 4) = z(z — 4) ima dva rjeSenja 1 = —1
i x2 = 4. Podijelimo li je s x — 4 dobijamo jednacinu 2x + 1 = x koja ima
samo jedno rjesenja z = —1. Jedna¢ina (2z + 1)(z + 1) = x(z + 1) ima
dvostruko rjeSenje x = —1. Ako je podijelimo s x + 1 dobijamo jednacinu
2zx+1 = z, kojoj je x = —1 takoder rjesenje, ali ne dvostruko nego kratnosti
1.
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Teorem 3.4. Nejednacina f(x) < g(x) je ekvivalentna s nejednacinom

e f(x)h(x) < g(x)h(x) za one vrijednosti x iz definicionog podrucja
prve nejednacine za koje je h(z) > 0,

o f(z)h(x) > g(x)h(x) za one vrijednosti x iz definicionog podrucja
prve nejednacine za koje je h(x) < 0.

Napomenimo da nejednac¢inu mozemo uvijek pomnoziti s pozitivnom kons-
tantom, pri ¢emu se znak nejednakosti ne mijenja, odnosno s negativnom
konstantom pri ¢emu se znak nejednakosti mijenja.

Teorem 3.5. Rjesenje jednacine

fi@) fo(z) - fru(z) =0

su one i samo one vrijednosti x za koje bar jedan od faktora fi(z) =0, za
1=1,2,...,k, a ostali faktori su definirani za taj x.

Teorem 3.6. Rjesenje nejednacine

fi(@) fa(x) -+ fre(z) <O

su one i samo one vrijednosti x za koje je taéno neparan broj faktora f(x;)
negativan, tj. za koje je fi(x) < 0, 1 = 1,2,...,k, a ostali faktori su
definirani za taj x i razli¢iti od nule.

Rjesenje nejednacine

fi(@)fa(x) - fe(z) >0

su one i samo one vrijednosti x za koje je taéno paran broj faktora f(x;)
negativan, tj. fi(z) <0, i=1,2,...,k, a ostali faktori su definirani za taj
x 1 razlic¢iti od nule, ili za koje su svi faktori pozitivni i definirani.
Skup rjesenja nejednacine f(z)g(z) > 0 je unija rjesenja dva sistema ne-
jednacina
f(z)>0, g(z)>0

fl@) <0, g(x) <0,

a skup rjesenja nejednacine f(z)g(z) < 0 je unija rjeSenja dva sistema
nejednacina
f(@) >0, g(x) <0

f(z) <0, g(x)>0.
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3.5 Jednacine i nejednacine s apsolutnim vrijed-
nostima

Definirajmo jos dvije vazne elementarne funkcije. To su apsolutna vrijed-
nost i signum (znak ili predznak).

Definicija 3.4. Realna funkcija realne varijable definirana s

] = x, x>0,
| -z, <0,

se naziva apsolutna vrijednost.

Definicija 3.5. Realna funkcija koja poprima vrijednosti u skupu {—1,0,1}
definirana s

1, x>0,
sgnr = 0, z==0,
-1, x<0,

se naziva signum (znak ili predznak).

21 flz) =sgnzx

Apsolutna vrijednost realnog broja x se takoder definira kao
|z| = max{z, —x}
ili
|x| =z - sgnz.
Za apsolutnu vrijednost vrijede sljedece tvrdnje.
Teorem 3.7. Za svaki realan broj x vrijedi:

1. |z| >0,

2. |z|=0 & z=0,
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w

x>0 & x#0,
4| —xf = fxf,

5. —|z| <z < ||,

(=)

=yl =y — x|, Yy €R.

Teorem 3.8. Neka je a > 0 realan broj. Tada za svaka dva realna broja x
iy vriedi:

1. |:L‘|§CL = —agxﬁa,

2. |z >a & (x < —a)V(z>a)),

w

Nzl =yl < lz £yl <ol + lyl,

4. |zy| = |=| - |y,

:%, y # 0.

z
Y

Nejednacina
[f(z)] < g(z)

ima rjesenja samo u onoj oblasti u kojoj je g(x) > 0 i zadovoljena je za one
vrijednosti = za koje je

—g(z) < f(z) <g().
Iz toga slijedi da je rjeSenje polazne nejednacine presjek rjeSenja nejednacina
flx) <g(x) 1 flz)>—g(x)

Rjesenje nejednacine
[f(@)] > g(x)

je unija rjeSenja nejednacina

glx) <0, f(x) >g(x),  f(x) <—g(@)
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3.6 Linearne jednacine i nejednacine

Ako je izraz f(x)—g(x) polinom prvog stepena, onda jednacinu f(z) = g
nazivamo linearna jednacina, a nejednacine f(z) < g(z) i f(z) > g¢
nazivamo linearne nejednacine.

Kao sto znamo, linearna funkcija ima oblik y = ax + b. Ako trazimo
nultacku te funkcije, tj. onu vrijednost x za koju je izraz na desnoj strani
jednak 0, onda dobijamo linearnu jednacinu oblika

T
T

(
(

~— —

ar +b=0.

Ako trazimo one vrijednost argumenta x za koje je izraz na desnoj strani
pozitivan, odnosno negativan, onda dobijemo linearnu nejednacinu

ax+b>0 ili axr +b < 0.
Jednaéina ax + b = 0 je ekvivalentna s jednacinom
ax = —b.

Prilikom njenog rjesavanja mogu nastupiti sljedeca 3 slucaja.

1. a#0
Tada jednacina ima jedinstveno rjeSenje
b
rT=——.
a
2.a=0,b+#0
Tada imamo
0-x#0

§to nije ispunjeno niti za jedno x € R, pa u tom sluc¢aju jednacina
nema rjesenja.

3.a=0,b=0

Tada imamo 0-z = 0 $to je ispunjeno za sve x € R, pa u tom slucaju
jednacina ima beskona¢no mnogo rjeSenja i svako x € R je njeno
rjesenje.



3.6 LINEARNE JEDNACINE 1 NEJEDNACINE 57

Primjer 3.2. U zavisnosti od vrijednosti parametra m diskutovati rjesSenje
jednacine
m(2x — 1) + mz(m + 4) = m>.

Rjesenje: Vidimo da je definiciono podruéje jednacine cijeli skup R, tj.
x € R. Takoder vidimo da nema uvjeta na vrijednost parametra m, pa
imamo da m € R.

Sredimo li jednac¢inu, dobijamo

2maz —m + m?z + 4mx = m?,

(m? + 6m)x = m* +m,
m(m + 6)x = m(m + 1).
Razlikujemo sljedec¢a 3 slucaja.

1. Ako je m(m+6) # 0, tj. ako je m # 01m # —6, onda jednacina ima
jedinstveno rjesenje
m(m+1) m+1

x:m(m—i-ﬁ) T m+6

2. Ako je m = 0, tada imamo jednac¢inu
0-z=0,

Sto je zadovoljeno za svaki realan broj x, pa zaklju¢ujemo da jednacina
ima beskona¢no mnogo rjesenja i da je svako x € R rjeSenje dane
jednacine.

3. Ako je m = —6, tada imamo jednacinu
0-z =30,

§to nije zadovoljeno za = € R pa jednacina nema rjeSenja.
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Primjer 3.3. U zavisnosti od vrijednosti parametara a ¢ b diskutovats
rjesenje jednacine
(a®> —b*)x =a—b.

Rjesenje: Vidimo da je definiciono podruéje jednacine cijeli skup R, tj.
x € R. Takoder vidimo da nema uvjeta na vrijednosti parametara a i b, pa
imamo da a,b € R.

Razlikujemo sljedeca 3 slucaja.

1. Pogledajmo sluéaj kada je a? — b*> # 0. To vrijedi kada je a # b i
a # —b. Tada jednacina ima jedinstveno rjesenje
a—1b 1

TTE2  atb

2. Ako je a = b, imamo da je
0-2=0,

§to je zadovoljeno za svaki realan broj x, pa zaklju¢ujemo da jednacina
ima beskona¢no mnogo rjesenja i da je svako x € R rjeSenje dane
jednacine.

3. Ako je a = —b, tada imamo dvije moguénosti.
a) Neka je a = 0. Tada je i b = 0 pa dobijamo jednacinu
0-2=0

kojoj je svako x € R rjesenje. (Vidimo da je ovo kao u drugom
slucaju, jer je i ovo slucaj a = b.)

b) Ako je a # 0, onda imamo jednacinu
0-2=2a

koja nema rjeSenja.
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Primjer 3.4. U zavisnosti od vrijednosti parametra ¢ diskutovati rjesSenje
jednacine
c+z 1 c
_l’_

cx c c+ax

Rjesenje: Vidimo da mora biti
cx %20, ¢#0 i c+z#0,

tj.
c#0, z#0 i x# —c,
pa zaklju¢ujemo da je definiciono podrucje jednacine skup R\ {0, —c}, tj.
xz € R\ {0, —c}. Takoder vidimo da postoji uvjet na vrijednost parametra
¢, pa imamo da ¢ € R\ {0}.
Uz navedene uvjete, nakon mnozenja jednacine s cx(c + z) i sredivanja,
dobijamo jednacinu

clc— 1Dz =2

Razlikujemo sljedec¢a dva slucaja.

1. Akojec(c—1) # 0, tj. ako je ¢ # 1 (prema pocetnim uvjetima imamo
da mora biti ¢ # 0), onda jednacina ima jedinstveno rjesenje

62 Cc

x:c(c—l) T 1

2. Ako je ¢ = 1, tada imamo jednacinu
0O-z=1,
pa zaklju¢ujemo da jednacina nema rjesenja
¢
Linearna nejednacina se pojavljuje u jednom od sljede¢a dva oblika
ar+b>0 i axr +b < 0.
Analizirajmo prvi slucaj, tj. ax + b > 0.

1. Ako je a > 0, onda dijeleéi nejednacinu s a dobijamo da joj je rjeSenje

b
x>——, tj. xe€ (=b/a,+00).
a
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2. Ako je a < 0, onda dijeleéi nejednacinu s @ dobijamo da joj je rjeSenje
b .
< ——, tj. x € (—o0,—b/a).
a

3. Akojea =01b> 0, onda je nejednacina zadovoljena za svako x € R.

4. Ako je a =01 b < 0, onda nejednacina nije zadovoljena niti za jedno
x € R, tj. nejednacina nema rjesenja.

Analizirajmo sada drugi slucaj, tj. ax + b < 0.

1. Ako je a > 0, onda dijeleéi nejednacinu s a dobijamo da joj je rjeSenje
b .
< ——, tj. x € (—o0,—b/a).
a
2. Ako je a < 0, onda dijele¢i nejednacinu s a dobijamo da joj je rjeSenje
b .
x>——, tj. xe€ (=b/a,+00).
a

3. Ako je a =01 b > 0, onda nejednacina nije zadovoljena niti za jedno
x € R, tj. nejednacina nema rjesenja.

4. Akojea =01b < 0, onda je nejednacina zadovoljena za svako x € R.



PoGLAVLJE 4

Stepeni i korijeni
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4.3 Stepeni s racionalnim eksponentom . ... ... 67

4.1 Stepeni s prirodnim i cijelim eksponentom

Definicija 4.1. Neka je a realan i n prirodan broj. Proizvod od n faktora,
od kojih je svaki jednak a, se oznacava s a™.

Izraz a™ se naziva stepen ili potencija. Realni broj a se naziva baza
(osnova, osnovica) stepena (potencije) a™, a prirodan broj n se naziva
eksponent (izlozilac) stepena (potencije) a™.
Ako je eksponent stepena a” jednak 1, dobijamo a' i vrijedi
a = a.
Dalje se induktivno nastavlja i imamo da vrijedi

a"t =a" - a, VneN.
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Ako su baze dva stepena suprotni brojevi, a eksponenti isti paran broj,
onda su ta dva stepena jednaka, tj. vrijedi

(_a)Qn — a2n.

Ako su baze dva stepena suprotni brojevi, a eksponenti isti neparan broj,
onda su ta dva stepena suprotni brojevi, tj. vrijedi

(_a)2n+1 —_ _a2n+1‘

Stepene mozemo sabirati, oduzimati, mnoziti, stepenovati i dijeliti. Sa-
biramo ih i oduzimamo tako da ih svodimo na stepene jednakih baza i
jednakih eksponenata, pa vrijedi

ka" +la" = (k+ l)a" i ka" —la" = (k —1)a", k,l € R.

Proizvod stepena jednakih baza je stepen iste baze, ¢iji je eksponent zbir
eksponenata stepena koje mnozimo, tj. vrijedi

Proizvod dva stepena razli¢itih baza i jednakih eksponenata je stepen s
istim eksponentom i bazom koja je jednaka proizvodu baza stepena koji se
mnoze, tj. vrijedi

a-b" = (ab)™.
Stepen stepena je jednak stepenu s istom bazom i eksponentom koji je
jednak proizvodu danih eksponenata, tj. vrijedi
Koli¢nik dva stepena jednakih eksponenata jedanak je stepenu s istim
eksponentom kojem je baza koli¢nik baza djeljenika i djelitelja, tj. vrijedi
a” a\n
7= (5) oo

Dijeljenje stepena jednakih baza se svodi na kracenje razlomaka.

Imamo tri moguénosti.



4.2 KORIJENI 63

1. Ako je m > nondajea™ :a" =a

2. Ako je m = n onda je a™ : a” = 1.

3. Akojem<nondajeam:a”:an%m.

Ocito je da se pri dijeljenju stepena javlja potreba za uvodenjem stepena

Ciji je eksponent negativan cijeli broj ili 0. Za realan broj a # 0 i prirodan
broj n definiramo

a’ =1 i a = —.

Sada mozemo definirati koli¢nik dva stepena jednakih baza kao stepen
iste baze kojem je eksponent razlika eksponenata djeljenika i djelitelja, tj.
vrijedi

a™:ad"=a""" a#0.

Za stepen koli¢nika (razlomka) s negativnim eksponentom vrijedi

0 =) e

Cesto se dogada da u jednom zadatku treba izvesti operacije sabiranja,
oduzimanja, mnozenja, dijeljenja i stepenovanja. Operacije sabiranja i odu-
zimanja smatramo operacijama prvog reda, mnozenja i dijeljenja operaci-
jama drugog a stepenovanja treceg reda. Prilikom ra¢unanja vrijedi sljedeéi
dogovor.

1. Operacije istog reda se izvrSavaju onim redom kojim su navedene,
ako zagradama nije odredeno $ta treba prije uraditi.

2. Operacije viseg reda se izvrsavaju prije operacija nizeg reda, ako za-
gradama nije odredeno Sta treba prije uraditi.

3. Ako u nekom izrazu ima viSe zagrada, prvo se obavljaju operacije u
zagradama unutar kojih nema drugih zagrada.
4.2 Korijeni

Neka je sada a bilo koji realan broj i n prirodan broj veé¢i od 1. Pogledajmo
u skupu realnih brojeva jednac¢inu
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za razlic¢ite vrijednosti ¢ i n. Ova jednacina se naziva binomna jednaéina.
Ako je a = 9in = 2 tada imamo jednacinu 2 = 9 koja ima dva rjeenja,
itox; =—-31x9=3.
Ako je a = 8 i n = 3 tada imamo jednacinu 23 = 8 koja ima samo jedno
rjeSenje, i to x = 2.

Ako je a = —9in = 2 tada imamo jednac¢inu 22 = —9 koja nema rjesenja
u skupu R.

Ako je a = —8 i n = 3 tada imamo jednaéinu 23 = —8 koja ima jedno
rjeSenje, i to r = —2.

Opcenito imamo, kada je a € R i n neparan prirodan broj tada se grafovi
funkcija y = a 1 y = 2™ sijeku u tacno jednoj tacki. Kada je a > 0 onda se
sijeku u tacki ¢ija je apscisa pozitivan broj, kada je a = 0 onda u tacki cija
je apscisa 0, a kada je a < 0 u tacki ¢ija je apscisa negativan broj. 1z toga
zakljuCujemo da u tom sluc¢aju jedna¢ina z" = a ima jedinstveno rjeSenje,
koje u zavisosti od a moze biti pozitivno, negativno ili 0.

Kada je n paran prirodan broj tada se za a > 0 grafovi funkcija y = a i

= ™ sijeku u dvije tacki koje su simetri¢ne u odnosu na osu y. Apscise
tih tacaka predstavljaju rjeSenja jednacine z' = a i to su suprotni brojevi
(jedan pozitivan, a drugi negativan). Kada je a < 0 grafovi se ne sijeku i
jednac¢ina nema rjeSenja, a kada je a = 0 presjek je u tacki ¢ija je apscisa
0, sto i predstavlja rjeSenje jednacine.

Vidimo kada je a < 0 da jedna¢ina 2™ = a ima rjeSenje (i to jedinstveno)
samo u sluc¢aju kada je n neparan prirodan broj. To jedinstveno rjesenje se
naziva n—ti korijen broja a ili n—ti korijen iz broja a.

Za paran broj n imamo problem i kada je a < 0 (nema rjesenja) i kada
je a > 0 (imamo dva rjesenja pa rjeSenje nije jedinstveno). Kako ne treba
poistovjeéivati rjeSavanje jednacina i rad s funkcijama, jer funkcija mora
biti definirana za svaki element domene i svakom elementu domene se smije
pridruziti tacno jedan element kodomene, to imamo sljedeé¢u definiciju.

Definicija 4.2. Za svaki nenegativan realan broj a (a > 0) i za svaki
prirodan broj n > 1 postoji jedan i samo jedan nenegativan realan broj
b (b>0) takav da je

b" = a.

Taj broj b se naziva n—ti aritmeticki korijen broja a (ili iz broja a) i
piSemo
b= a.

Iz definicije slijedi da za nenegativan realan broj a i prirodan broj n > 1

vrijedi
(Va)" =
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U izrazu {/a se prirodan broj n naziva eksponent ili stepen korijena,
a broj a se naziva radikand ili potkorjena velicina.

Napomenimo kada je n = 1, onda se korijen izostavlja i umjesto /a pisemo
samo a, dok u slucaju kada je n = 2, izostavlja se pisanje eksponenta
korijena, te umjesto ¥a pisemo /a.

Neka su a i b nenegativni realni brojevi, n i k prirodni brojevi veéi od 1,
te m prirodan broj. Tada vrijede sljedec¢e tvrdnje.

1.

Proizvod n—tih korijena nenegativnih realnih brojeva je jednak n—
tom korijenu proizvoda tih brojeva. Drugim rije¢ima, imamo da je
n—ti korijen proizvoda nenegativnih realnih brojeva jednak proizvodu
n—tih korijena tih brojeva, tj. vrijedi

Ya- Vb= Va-b.

Koli¢nik n—tih korijena nenegativnih realnih brojeva je jednak n—tom
korijenu koli¢nika tih brojeva. Drugim rije¢ima, imamo da je n—ti
korijen koli¢nika nenegativnih realnih brojeva jednak koli¢niku n—tih
korijena tih brojeva, tj. vrijedi

va a

va _ \[ b A0

Vb b

Stepenovanje n—tog korijena prirodnim brojem k provodi se tako da

se radikand stepenuje brojem k, a zatim se iz tako dobijenog novog
radikanda odredi n—ti korijen, tj. vrijedi

(va)* = VaF.

n—ti korijen iz k—tog korijena nenegativnog realnog broja je jednak
(n - k)—tom korijenu tog broja, tj. vrijedi

Ako su eksponent korijena i eksponent radikanda djeljivi istim prirod-
nim brojem, onda se vrijednost korijena ne mijenja ako se i eksponent
korijena i eksponent radikanda podijele tim brojem, tj. vrijedi

Ovaj se postupak naziva skraéivanje korijena.
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6. Ako prethodnu jednakost napiS§emo obratno, onda imamo da se vri-
jednost korijena ne mijenja ako se i eksponent korijena i eksponent
radikanda pomnoze istim prirodnim brojem, tj. vrijedi

Yam = "Vamk,
Ovaj se postupak naziva prosirivanje korijena.
Za svaki prirodan broj n > 1 vrijedi
Vo=0 i Vi=1

Definicija 4.3. Kvadratni (drugi) korijen nenegativnog realnog broja
a je nenegativan realan broj \/a za koji vrijedi

(Va)’ =
Za bilo koji realan broj a vrijedi
Va2 = la|,

i opcenito

Va2k = |a|, k € N.

Ako se pri radu s korjenima dobije izraz u kojem se pojavljuje razlomak
Ciji nazivnik sadrzi korijen, onda se algebarskim transformacijama takav
razlomak moze svesti na oblik u ¢ijem nazivniku neée biti korjena. Ovo
se radi da bi se izbjeglo dijeljenje s iracionalnim brojevima. Postupak
uklanjanja iracionalnog broja ili iracionalnog izraza iz nazivnika razlomka
se naziva racionalizacija ili racionalisanje nazivnika. Napomenimo da
se u nekim slucajevima vrsi i racionalizacija brojnika.

Algebarske izraze u kojima se pojavljuju korijeni smatramo sredenim ako
vrijedi:

1. Eksponenti svih faktora u radikandu su manji od eksponenta korijena;
2. Korijeni se ne nalaze u nazivnicima razlomaka;

3. Najvedi zajednicki djelitelj eksponenta korijena i eksponenta radi-
kanda je jednak 1.
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4.3 Stepeni s racionalnim eksponentom

Do sada smo definirali stepen a™ za prirodne i cijele eksponente n. Sada
bismo htjeli proSiriti pojam stepena tako da eksponent moze biti i raci-
onalan broj, ali pod uvjetom da vrijede pravila koja vrijede i za stepene s
prirodnim i cijelim eksponentima.

Neka je a pozitivan realan broj i 7+ racionalan broj, gdje jem € Zin € N,
Tada stepen s racionalnim eksponentom m/n definiramo kao

an = Yam.
Ako je m = 1, onda je
an = {L/a,

a ako je n =1, onda je

U slucaju da je a =01m/n > 0, onda je

I3

an = 0.

Ako su a i b pozitivni realni brojevi, onda za sve racionalne brojeve r i s
vrijedi:
1. a"-a*=a""*

2.ad":a°=a

3 (aT)S — a'f’S’
4. a"-b" = (adb)",
5 (5)" = &

Takoder imamo da za pozitivne realne brojeve a i b, te pozitivan racionalan
broj r vrijedi
a<b & a" <b".

Ako posmatramo funkciju
flz) = zn, meZ, neN, nzd(m,n) =1,
onda za njenu domenu Dy vrijedi
[0,400), n parani m >0,
(0,4+00), n parani m <0,

n neparan i m > 0,

Dy = R,
R\ {0}, nneparani m < 0.
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U slucaju kada je n paran broj, onda funkcija f nije ni parna ni neparna, a
kada je n neparan broj, onda je funkcija f parna ako je m paran, a neparna
ako je m neparan.
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Logaritmi

5.1 Pojam i definicija logaritma . ... ..... ... 69

5.2 Osobine logaritama . ................ 71

5.1 Pojam i definicija logaritma

Racunajuéi vrijednost eksponencijalne funkcije y = %, (0 < b # 1) mi
odgovaramo na pitanje kolika je vrijednost stepena b* za zadani broj x. U
jednakosti y = b* imamo tri veli¢ine: b,z i y, i u ovom sluc¢aju su nam
poznati baza b i eksponent x, dok vrijednost stepena y = b* odredujemo.

Ako su poznate vrijednosti eksponenta x i stepena y, onda se baza b
odreduje postupkom korjenovanja, tj. imamo da je b = {/y, sto je ek-
vivalentno stepenovanju s recipro¢nim eksponentom a = y%.

Pogledamo li treéu moguénost, tj. kada su zadane vrijednosti baze b i
stepena y = b*, onda se postavlja pitanje koliki je eksponent x u jednakosti
y = b, tj. Cime treba stepenovati bazu b da bismo dobili y = a*.

Pogledajmo jednacinu

b* =a, a,beR. (5.1)

1. Za a = b =0 jednacina (5.1) je oblika 0 = 0 i njeno je rjeSenje svaki
pozitivan realan broj.

2. Zaa=01b# 0 jednacina (5.1) je oblika b* = 0 i ona nema rjesenja.
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3. Zaa#01ib=0 jednacina (5.1) je oblika 0* = a i ona takoder nema
rjesenja.

4. Za a < 01b < 0 jednacina (5.1) nekada ima, a nekada nema rjesenja.
Tako imamo da jednacina (—2)* = —4 nema rjesenja, dok jednacina
(—2)* = —8 ima jedno rjesenje x = 3.

5. Zaa < 01ib >0 jednacina (5.1) nema rjesenja.

6. Zaa > 01ib< 0 jednacina (5.1) nekada ima, a nekada nema rjesenja.
Tako imamo da jednacina (—2)* = 8 nema rjesenja, dok jednacina
(—2)* = 4 ima jedno rjesenje r = 2.

7. Za a = b =1 jednacina (5.1) je oblika 1¥ = 1 i njeno je rjesenje svaki
realan broj.

8. Zaa =110 < b # 1 jednacina (5.1) je oblika b* = 1 i ona ima
jedinstveno rjesenje x = 0.

9. Za0 < a#1ib=1 jednacina (5.1) je oblika 17 = a i ona nema
rjesenja.

10. Za0 < a#11i0<b+#1 jednacina (5.1), zbog injektivnosti ekspo-
nencijalne funkcije, ima jedinstveno rjesenje u skupu realnih brojeva.

Vidimo da jednacina (5.1) ima jedinstveno rjesenje samo u slucajevima
8110, tj. kada jea > 010 < b # 1. To jedinstveno rjesenje se naziva
logaritam broja a za bazu (u bazi, po bazi) b.

Definicija 5.1. Neka su a i b realni brojevi takvi da je a >0 i 0 < b # 1.
Realan broj x kojim treba stepenovati broj b da bi se dobio broj a, tj. za
koji vrijedi b* = a nazivamo logaritam broja a po bazi (u bazi, za bazu) b.
Taj broj oznacavamo s

x = logy a.

Vrijedi
x = logya & b¥*=a, (a>0,0<b#1).

Operacija kojom se iz zadane baze i stepena odreduje eksponent naziva se
logaritmiranje.

Prisjetimo se da se pri zapisu dekadskog logaritma, tj. logaritma s bazom
10, baza izostavlja i jednostavno pise log a, te vrijedi

z =loga & 10* =a, (a>0),
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a da se pri zapisu prirodnog logaritma koristi oznaka In i vrijedi

r=Ina & e’ =a, (a>0).

5.2 Osobine logaritama
Iz definicije logaritma slijedi da vrijedi
plosve — ¢ i log,(a”) = x.
Takoder imamo da vrijedi
log, 1 =0 i log, b = 1.

Neka su x,y, b i k realni brojevi takvi da je x,y,b > 01 b % 1. Tada vrijede
tzv. pravila logaritmiranja:

L. logy(zy) = log, x + logy y,
2. log, % = log, x — logy v,
3. log,(z*) = k - log, z.
Zbog monotonosti logaritamske funkcije, imamo da za b > 1 vrijedi
logy 1 < logy xo = T < To,
dok za 0 < b < 1 vrijedi
logy 1 < logy xo & T > To.
Za svaku bazu 0 < b # 1 vrijedi
logy 1 = logy xo = T = T9.

Prilikom rada s logaritmima vrlo ¢esto se javlja potreba za promjenom
zadane baze i prelazak na neku drugu bazu, pa imamo da vrijede sljedece
tvrdnje:

1. logya =logy.a™, a>0,0<b#1, neN,

2. logya = 0<a#1, 0<b#1,

_1
log,, b’

3. logba:llgicz, 0<b#1, 0<c#1, a>0,
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4. logyra = -logya, a>0, 0<b#1, keR\{0}.

Iskoristimo li navedene relacije, mozemo odrediti vezu izmedu dekadskog
i prirodnog logaritma.

log log
nz — ~ ~ 2,30261
e loge ~ 0,43429 = 08T
1 1
logzr = —— ~ % 1 0,43429In

In10 ~ 2,3026
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6.1 Dokazi nekih nejednakosti

Stari Grei, koji su svoja prva matematicka znanja preuzeli od Egipéana,
su tokom vremena sakupili veliko znanje i razvili istrazivacke metode, pa
su oni primjenom tih metoda u punom smislu rije¢i matematiku razvili
kao nauku. Analiza i sinteza su najranije otkrivene i primjenjivane metode
nau¢nog misljenja. Pappus Aleksandrijski (jedan od posljednjih starogrékih
matematicara, zivio pocetkom IV stolje¢a) razmatra analizu i sintezu teorij-
ski i na taj na¢in uvodi u matematiku ravnopravno obje metode. Analiza
je naucna metoda istrazivanja koja se zasniva na rasclanjivanju cjeline na
dijelove, proucavanju dijelova i izvodenju zakljucaka o cjelini na osnovu do-
bijenih rezultata. Sinteza je njena suprotnost. Za analizu Pappus kaze da
ona pretpostavlja da je taéno ono §to se trazi. Ako se na osnovu toga dode
do necega Sto je ocCito istinito ili moguée, onda je tvrdnja dokazana ili je
problem rijesen. Ako se dode do necega $to je o€ito neistinito ili nemogude,
onda je tvrdnja neistinita ili problem nema rjesenje, tj. nemogué je. Sin-
tezu definira kao obrnut proces u kojem se kao u¢injeno uzima ono §to je
u analizi posljednje dostignuto. Medutim, iako se analiza i sinteza bitno
razlikuju po nacelu pristupa problemu, one su prakti¢no nedjeljive jedna

73
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od druge, nadopunjuju se i ¢ine jedinstvenu analiticko — sinteticku metodu.

Dva matematicka izraza povezana znakom >, <, > < ili # ¢ine jednu ne-
jednakost. Nejednakost koja ne sadrzi promjenljivu (varijablu) naziva
se aritmeticka ili brojevna nejednakost, a ona koja ih sadrzi se naziva
algebarska nejednakost.

Dokazati algebarsku nejednakost znaci dokazati da je jedan od danih al-
gebarskih izraza vedi ili manji od dugog za sve vrijednosti promjenljivih ili
za dane uvjete.

Dokazivanje nejednakosti je veoma interesantno podruc¢je matematike, a
u teoriji nejednakosti posebno mjesto zauzimaju nejednakosti izmedu bro-
jevnih sredina i njihove primjene.

Primjer 6.1. Dokazati da za svaka dva realna broja x iy vrijedi
2%+ 9% > 2zy.

Rjesengje: Krenut éemo od poznate nejednakosti (sinteza). Znamo da za
svaki realan broj a vrijedi a® > 0, a kako su x i y realni brojevi onda to
mozemo iskoristiti.

(x—y)?=0
& 22 —2zy+9y2>0
& 2t 4y? > 2ay

Jednakost vrijedi ako i samo ako je z = y.

¢

Primjer 6.2. Dokazati da za svaka dva pozitivna realna broja x iy vrijeds

Rjesenje: Podijelimo li, prethodno dokazanu, nejednakost x2 + 32 > 2xy s

xy > 0 dobijamo
1850
y

Jednakost vrijedi ako i samo ako je z = y.
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Primjer 6.3. Dokazati da za svaki pozitivan realan broj a vrijedi

a+— > 2.

a

Rjesenge: Uvrstimo li u, prethodno dokazanu, nejednakost smjenu a = x/y
dobijamo

1
a+— > 2.
a

Jednakost vrijedi ako i samo ako je a = 1.

¢

Primjer 6.4. Dokazati da za svaka dva pozitivna realna broja x iy vrijeds

T4y > 2/xy.

Rjesenje: Krenut ¢emo od zadane nejednakosti i pokusati doc¢i do ekviva-
lentne nejednakosti koja je tacna (analiza).

z+y> 2Ty
& r+y—2yzy >0
& (Vo—yy)?P=0

Jednakost vrijedi ako i samo ako je z = y.

&

Primjer 6.5. Dokazati da za svaka tri pozitivna realna broja a, b i ¢ vrijedi
a+b+c>3Vabe.

Rjesenje: Za bilo koja tri pozitivna realna broja a,b i ¢ postoje pozitivni
realni brojevi z,y i z, takvi da je a = 23, b = 9% i ¢ = 23. Znamo da za
takve brojeve z,y i z vrijedi (z —y)2 >0, (y —2)2>01i (z —2)?> > 0, pa
to mozemo i iskoristiti.

(=9’ +@y—2°+(-12°>0

2@ + 9> +2°) — (ay+ a2z +y2)] =0 |- (x+y+2)>0

2(x +y+ 2)[(2® + y° + 2%) — (xy + 22 +y2)] > 0

22 + 3 + 2% —3xyz) >0 |:2

24+ 3 + 2% = 3xyz > 0

23+ P+ 23 > 3ayz

S R
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Kako je x = &a, y = Vb i z = ¥/c, to iz posljednje nejednakosti slijedi da
je
a+b+c> 3v/ abe.

Jednakost vrijedi ako i samo ako je x =y = z.

¢

Primjer 6.6. Dokazati da za sve pozitivne realne brojeve x,y i z vrijedi
x2+y2+32 > xy + 22+ yz.
Rjesenje: Prema Primjeru 6.1 znamo da vrijedi
2 + y2 > 2xy,
x? 4 22

y2—|—z2

; 2xz,
> 2yz.
Saberemo li lijeve i desne strane dobijamo

222 + 92 + 22 > 2(zy + 22 4 y2),
pa nakon dijeljenja s 2 dobijamo

x2+y2+222xy—|—ﬂcz+yz.

Jednakost vrijedi ako i samo ako je z =y = z.

o

Primjer 6.7. Dokazati da za svaka dva pozitivna realna broja x iy, takva
da je x <y, vrijeds
2xy

*x—i-y'

Rjesenge:
2zxy
T Tty
& 22+ zy < 2xy

(x+y)>0

e 2<zy x>0
& <y

Jednakost vrijedi ako i samo ako je z = y.
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Primjer 6.8. Dokazati da za svaka dva pozitivna realna broja x iy vrijeds

2zy
< \/zy.
rT+y 4
Rjesenge:
2 o g | (e ty) >0
T Az
r+y 4 Y
& 2zy < (z+y)/Ty
< Vry2yry) < (z+y)vzy |y >0
& 2Vry<zxz+y
& -2 /xzy+y=>0
& (Vr—yy)?=0

Jednakost vrijedi ako i samo ako je z = y.

¢

Primjer 6.9. Dokazati da za svaka dva pozitivna realna broja x iy vrijedi
Tty _ [22 +y? .
2 2

Tty _ z? + y? ‘2

Rjesenge:

2 = 2
(+y)? _2®+y ‘
& < A
4 - 2
e 2?42y +y? <2 +47)
s 2—2y+1y2>0
& (r-y)?<0

Jednakost vrijedi ako i samo ako je z = y.
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Primjer 6.10. Dokazati da za svaka dva pozitivna realna broja x iy, takva

da je x <y, vrijeds

2
2

Rjesenge:

m2+y
2

24y ‘2
2

2 2

r°+y <

<y
<Yy
2

-2

Tt 0
HNJ
IN
le\)

Jednakost vrijedi ako i samo ako je z = y.

¢
6.2 Nejednakosti izmedu brojevnih sredina
Definicija 6.1. Neka je x = (z1, 22, ...,xy,) dana n—torka pozitivnih real-
nih brojeva. Tada je:
Aritmeticka sredina A, (x) brojeva x1, 9, ..., x, definirana izrazom
$ "E DY $
n
Geometrijska sredina G, (x) brojeva x1,x2,...,x, definirana izrazom
Gn(x) = Yz -0+ .- Ty
Harmonijska sredina H,(z) brojeva x1,x2,...,T, definirana izrazom
n
Hn(z) = 5 I 17
ot Tty
Kwvadratna sredina K, (x) brojeva x1,xa,...,x, definirana izrazom

2 2 2
Kn(x):\/x1+x2+ +xn.

n
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Teorem 6.1 (AG nejednakost). Neka je x = (z1,x2,...,Ty,) dana n-torka
pozitivnih realnih brojeva. Tada je

Ap(z) > Gp(x).
Jednakost vrijedi ako © samo ako je x1 = x9 = --- = .

Dokaz: Dokaz provodimo metodom matematicke indukcije. Za n = 2

tvrdnja glasi
1+ T2

5 > /122,

§to smo dokazali u Primjeru 6.4.
Pretpostavimo da je nejednakost tacna za neko n = k > 2, tj. da vrijedi

1 +x2+ -+

Aplz) = - > a1z = Gi(x), (6.1)

pa dokazimo da tvrdnja vrijedi za n = k + 1, tj. da vrijedi

r1+x2+ -+ T+ Tpga
k+1

> Mry o T T

Stavimo li da je
Tp1 + (B —1)Ag41

k 9
onda je A aritmeticka sredina k brojeva, od kojih je njih k£ — 1 jednako
Aj+1, a jedan je jednak zp4q. Primijenimo li pretpostavku indukcije na
tih k& brojeva, tj. pretpostavku da AG nejednakost vrijedi za k pozitivnih
realnih brojeva, onda imamo da je

A=

Tr4+1 + (k — 1Ak
k
Varer Apgr - Akgr o Appa

)k—l

A:

v

=\ Tht1 (At
= (%H(Akﬂ)k_l)l/k-
Stavimo li da je
G = ($k+1(z4k+1)k71>1/k,

dobijamo da je
A>G. (6.2)
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Sada imamo

x4+, +xk+1+(k—1)Ak+1

A+ A =
K k k
_ omt ot rptrpn + (B DA
N k
_ kDA + (k=1 Ak
k
= 2Ak+17
pa smo dobili da je
Ak + A
Apr1=—5—
Kako vrijedi AG nejednakost za dva broja, to je
A+ A
Appr = == > (4,4)'?,

pa primjenjujuéi (6.1) i (6.2) dobijamo da je

A\

Apta (ApA)Y/2
(

GkG)l/Q = (GxG))2r = ((G)*Gh)2r

= ( ' $k+1 (Ak+1)k1)1/k>k>

1

(Gp)" - 2pp - Ak+1)k_1> *

Y]

(
= (561 cwp Tt  (Agpr)® 1>1k
(Gk DFPE (AR 1>2k-

Sada imamo da je

A~"‘

A1 > ((sz+1) (App)k 1) :
pa nakon stepenovanja s 2k dobijamo
(Aer1)®" > (Grp)" - (AL

Podijelimo li posljednju nejednakost s (A4 1)*~' > 0 dobijamo da je

(A1) > (Grpn)
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iz ¢ega slijedi da je
= Agp1 > Grya,

¢ime je nejednakost dokazana.

Sada jo$ trebamo dokazati da jednakost nastupa ako i samo ako vrijedi
T1=Tg ="+ = Tp.
Prepostavimo li da je 1 = --- = x,,, tada je jednakost oc¢igledno zadovo-

ljena i imamo da vrijedi
An(x) = Gp(2).

Pogledajmo obrat. Pretpostavimo 1li da su bar dva od zi,x9,...,2,
razli¢iti, na primjer, neka je x1 # x2, tada je

Tt Tt as o ta, | DT IR gt 4o,
n o n
x1+:132‘:r1+x2'x. . 1/n
> 5 2 3°... T
2 1/n
r1 + T2
= — ) T Ta
> (zixox3--- :Bn)l/",
jer je
a:l—;—x2> T1X2, Z& L1 F To.

O

Teorem 6.2 (GH nejednakost). Neka je v = (z1,%2,...,%y,) dana n-torka
pozitivnih realnih brojeva. Tada je

Gn(z) > Hy(z).

Jednakost vrijedi ako © samo ako je x1 = x9 = --- = x,.

Dokaz: Trebamo dokazati da vrijedi

Yx1- T ... Ty >

1

7xn’

1 1 1
1 Iy, - n

Primijenimo li AG nejednakost na brojeve 9711’ e dobijamo
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tj.

iz ¢ega slijedi da je

(z x)%> n
1 o .. n _?11+£+' +$7
pa zaklju¢ujemo da vrijedi
nxl'm2"“'$”zi+ij. T
1 To Tn

§to je tvrdnja teorema.

Jednakost vrijedi ako i samo ako je

I 1

€1 B B l’n’
tj. ako i samo ako je

Tl =" ""=1=Tnp

O]

Teorem 6.3 (AK nejednakost). Neka je x = (x1,x2,...,2,) dana n-torka
pozitivnih realnih brojeva. Tada je

Ay (z) < Kp(x).

Jednakost vrijedi ako i samo ako je x1 = x9 = -+ = Ty,

Dokaz: Trebamo dokazati da vrijedi

T+ T2+, <\/x§+x§+---+x%

n n

Poznato je da vrijedi
(x1 4 +x) =2+ 22 2z x4+ Ty 12n).

Kako je, prema Primjeru 6.1, 2ab < a® + b2, to je

(14 Fz,)? = 22+ + 22+ ez + 223+ -+ 22, 12p)
< aft a4 (@ +2B) + (@] +28) + o+ (e 1)
= n(xi4---+22).
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Dobili smo da je
(w14 Fan)® <nfe]+ -+ 2p),
pa nakon korjenovanja imamo
T+t o, < [n(m%—{—---—l—x%)]l/?.

Podijelimo li posljednju nejednakost s n dobijamo

T4+ Ty Vn(@?+ -+ a2)
n o n

_ \/n(x%—I——l—:L‘%)
n2

a4 fal
?

n
¢ime je nejednakost dokazana.

Sada jos trebamo dokazati da jednakost nastupa ako i samo ako vrijedi
1 =T =" " =Tnp.
Prepostavimo li da je 1 = --- = x,,, tada je jednakost oc¢igledno zadovo-
ljena i imamo da vrijedi
Ay (z) = Kp(2).
Pogledajmo obrat. Pretpostavimo li da su bar dva od z1,z2,...,T,
razli¢iti, na primjer, neka je x1 # xo, tada je

n n
B (= R e
o n

B \/W+$§+"'+x%
n

Y

- \/m%+x§+x§+---+x%
n
jer je
T1 + 12)?
%<x%+x%, za T1 # X3.

Na kraju imamo da je

Hy(z) < Gp(z) < Ap(z) < Ky (z).
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Teorem 6.4. Neka je x = (x1,x2,...,%,) dana n-torka pozitivnih realnih
brojeva. Tada je
min{zy, za,...,x,} < Hy(x).

Dokaz: Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da je

O<ai <9 <--- < 1, (6.3)
Tada je min{zy,x9,...,z,} = x1, pa prema (6.3) dobijamo da je
o a2,
xo T3 Tn

pa vrijedi

xr X X X
A <1414 14 - 1=n.
T T2 I3 In ~~

n

Sada je

1 1 1 1
1| —+—+—+--+— ] <n,
xr1 T2 xrs3 T

1 S 1 1 1 1 = HTL(:C)?
ot T T Ty
$to je i tvrdnja teorema.
]
Teorem 6.5. Neka je x = (x1,x2,...,%,) dana n-torka pozitivnih realnih
brojeva. Tada je
K, (z) < max{z1,z2,...,2,}.

Dokaz: Ponovo bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da vrijedi
(6.3). Tada je max{x1,z2,...,2n} = Tp, pa prema (6.3) imamo

2 2
X <.
Dobili smo da je

2, .2 2 2 2 2 2 2 2
ryt+ary+-tx, g+, <z, tx,+ - Fx, o, =nxg,

n
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odakle, nakon dijeljenja s n i korjenovanja, slijedi

\/x%+x§+---+x§1+x% _
= Tn,
n

¢ime je tvrdnja teorema dokazana.

Kona¢no imamo da vrijedi

min{zy,...,zp} < Hy(z) < Gp(z) < Ap(z) < Kp(z) < max{zi,...,Zn}.

Ako pogledamo specijalan sluéaj brojevnih sredina i nejednakosti medu
njima u slucaju kada je n = 2, onda za realne brojeve 0 < z < y imamo da
vrijedi

2 + y?
bl K($7 y) = 2 )

r+y

A($,y) = 9

, G(z,y) = Vay, H(z,y) =

&=

_l’_

< =

r < H(z,y) < G(z,y) < A(z,y) < K(z,9) <.

6.3 Primjena nejednakosti izmedu brojevnih sre-
dina

Vrlo ¢esto se prilikom dokazivanja nejednakosti pokusSava uociti slicnost
izraza u njima s nekom od brojevnih sredina kako bi se mogla primijeniti
jedna od poznatih nejednakost izmedu brojevnih sredina H < G < A < K.

Pogledamo li nejednakosti koje su dokazane u Poglavlju 6.1, uocavamo
da ih sada mozemo mnogo jednostavnije dokazati, jer u prvih 5 primjera
imamo direktnu primjenu AG nejednakosti dva, odnosno tri broja.

2 2 2 9 z? + 1 2 2
Ag(z®,y%) > Go(2,y°) = —y 2 w2y? = 2t +yt > 2wy
Ty z oy e Ty Ty
A=) 26 (5 2) = >, /= 2 = S 42>
Yy T Yy T 2 Yy T Yy T

a a

1 1 +1 1 1
A2<a,>2G2<a,> = aiaz a-— = a+-—>2
a a 2
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T+
As(x,y) > Go(z,y) = Qyzx/xy = z+y>2xy

b
As(a,b,c) > Gs(a,b,c) = %23(1% = a+b+c>3Vabe

Takoder se uocava da su nejednakosti u primjerima 6.8 i 6.9 upravo GH
i AK nejednakosti za brojeve x i y, dok su nejednakosti u primjerima
6.7 1 6.10 nejednakosti izmedu minimuma dva broja i njihove harmonij-
ske sredine, te izmedu maksimuma dva broja i njihove kvadratne sredine.
Dokazimo jos neke nejednakosti koje vrijede za brojevne sredine ili u ¢ijim
se dokazivanjima koriste nejednakosti izmedu brojevnih sredina.

Primjer 6.11. Dokazati da za pozitivne realne brojeve a i b, takve da je

a+b>1, vrigeds

1
4 4
Lt > o

@ =3

Rjesenje: Na osnovu AK nejednakosti za brojeve a? i b imamo da vrijedi

[at + b - aQ—H)Q’
2 = 2

pa nakon kvadriranja dobijamo

(6.4)

at v bt (a4 b7\
2 ~\ 2

Sada na osnovu AK nejednakosti za brojeve a i b imamo da vrijedi

[a? + b2 >a—i—b7
2~ 2

pa nakon kvadriranja dobijamo

a2+b2> a+b 27
2 =\ 2

da bismo nakon ponovnog kvadriranja dobili

<a2—2|—b2>22 (a—zl—b>4' 65)
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Iz (6.4) i (6.5) dobijamo da je

a* + vt S a+b 47
2 - 2

t].
1
at + vt > glat b)*,

a odavde, zbog a + b > 1 dobijamo da vrijedi

1
4 4

br > =
a + 23

Sto je i trebalo dokazati.
Jednakost vrijedi ako i samo ako je a = b= %

Primjer 6.12. Dokazati da za pozitivne realne brojeve a,b i ¢ vrijeds
(a+b)(b+c)(c+a) > 8abe.

Rjesenje: Na osnovu AG nejednakosti imamo

b b
a; > Vab, ;Cz@, C;“zm

pa ako izmnozimo te nejednakosti dobijamo da je

(a+b)(b+c)(c+a)
8

> Va2b2c?,
tj.
(a+b)(b+ c)(c+ a) > 8abe,

§to je i trebalo dokazati.
Jednakost vrijedi ako i samo ako je a =b=c.
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Primjer 6.13. Dokazati da za pozitivne realne brojeve a,b i ¢ vrijeds

a n b . c >§
b+c c+a a+b 2

Rjesenje: 1z AH nejednakosti za brojeve 1/(b+¢), 1/(c+a) i 1/(a+b)
slijedi

1 1 1
bre T cta " ath o 3
3 I e e e e el
b+c cta a-+b
pa nakon sredivanja dobijamo
1 1 1 9

> .
bic cta atb- 2(a+b+c)

Kako vrijedi

NP NS AR (N RN S B
b+¢ c4+a a+b b+c c+a a+bd ’

to, zbog (6.6), imamo

a b S(a4btc)— 2 3
b+c c+a a+b~ 2(a+b+c)
tj.
a n b . c >§
b+c c+a a+b 2

§to je i trebalo dokazati.
Jednakost vrijedi ako i samo ako je A = H, tj. akoisamo ako jea =b=c.

¢

Primjer 6.14. Dokazati da za pozitivne realne brojeve a,b i c vrijeds

b b
¢a+_+¢ +q+¢c+a>3¢2
c a b
.o . . .. . . . . +b b+c - +
Rjesenje: Primijenimo li AG nejednakost na brojeve y/*22, 1/ >2€ i 4/ 54,
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dobijamo

OO

a+b b+c c+a a+b b+c c+a
c + a + b z

5 \/(a+b)(b+c)(c+a

abe

{AG na (a,b), (b,c), (c,a)} > 3- is/%/@.gmaﬁ

abc
6/ 23abc

abe

= 3V2,

Sto je i trebalo dokazati.
Jednakost vrijedi ako i samo ako je a =b = c.

Primjer 6.15. Dokazati da za pozitivne realne brojeve a,b i ¢ vrijeds

a+b+b—|—c+c+a24'< a b c )

c a b b+c + c+a + a+b
Rjesengje: Primijenimo li AH nejednakost na brojeve a/b i a/c imamo

a a
b

pa nakon mnozenja s 2 dobijamo

g+g> 4 da
N S R
b c
Analogno imamo
b b 4b . c ¢ 4c
,_i_f_ 1 — ,Z ,
c+a a b a+b

pa nakon sabiranja ove tri nejednakosti dobijamo trazenu nejednakost.

Jednakost vrijedi ako i samo ako je a = b = c.
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Primjer 6.16. Dokazati da za pozitivne realne brojeve a,b i ¢ vrijeds

a b c
\/ +14/ + > 2.
b+c c+a a+b

Rjesenje: Ako pogledamo GH nejednakost za brojeve x i y onda imamo da
vrijedi

2

z Ty
Ako stavimo da je x = a/(b+ ¢) i y = 1, onda dobijamo
a 2

1>
b+c T L+

pa nakon sredivanja imamo

a S 2a
b+c  a+b+c
Analogno dobijamo
/b 2b . c 2c
> 1 > .
c+a " a+b+c a+b " a+b+c

Saberemo li ove tri nejednakosti dobijamo

o [ b N c Z2(a+b+c):2' 6.7)
b+c c+a a+ at+b+ec

Sada nam jo$ preostaje za pokazati da ne postoje pozitivni realni brojevi
a,biczakoje se u (6.7) postize jednakost, nego da je jedino moguéa stroga
nejednakost.

Jednakost u (6.7) bi bila moguéa jedino u slu¢aju kada je

a b <
b+¢ c¢4+a a+b

)

tj. kadajea=b+c, b=c+aic=a+b Saberemo li te tri jednakosti
dobijamo da je a+b+c = 0, §to je nemoguce jer je a, b, ¢ > 0. Zaklju¢ujemo
da u (6.7) vrijedi stroga nejednakost, pa je trazena nejednakost dokazana.

¢
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Primjer 6.17. Neka su A,G,H i K brojevne sredine pozitivnih realnih
brojev a © b. Dokazati da tada vrijedi

A+G<K+H.

Rjesenje: Pogledamo li danu nejednakost u obliku

b 212 2
00 Vab< TR, 2
2 2 S+ 3

vidimo da se jednakost postize za a = b. Zato pretpostavimo da je a # b.

b 24 p2 2
O Va2
2 2 ats

a+b 2 a2 + b2
& —— -1 1% 5 —ab
a+b
a?4b? ﬁ a?4b2 ﬁ
a+b 2ab z Ve 2 TVa
= — <
2 a+b~ a2;b2+m
o (a+b)2—4ab< “22&—@6
2a+b) P 4 fab
o (a—b)2< (a —b)? ‘ 2 -0
2(a+b)_2< a2_2i_b2+\/%) (a—b)2
1 1
= <

a+b~ a2—2i-b2+\/%

2 b2 2
& a—l—bZ\/a;— +Vab ’

2 b2 2 b2
o a2+2ab+b22a; +2vab - a; +ab

2 b2 2 b2
N “; — 9ab- a;r Yab>0

2
2 2
& (y/a ;b —x&%) >0

Dobili smo o¢igledno tacnu nejednakost, pa zaklju¢ujemo da je i polazna
nejednakost, koja je ekvivalentna dobijenoj, takoder tacna. &
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Primjer 6.18. Neka su A,G,H i K brojevne sredine pozitivnih realnih
brojev a © b. Dokazati da tada vrijedi

H - K<A-G.

Rjesenge:

te ¢ ¢ 2

i

2 1 12
2 ~Ja +b <a+b.m
1V <
[ 2 12
a+b 2 - 2
4ab a? + b2
. < . .
— Vg S la+b) - Vab ‘ (a+b) >0
2 b2 2
4ab-\/a + < (a+b)% Vab ‘
164>

2

a? + b?

p. 17
“ 2

< (a+b)* ab

8a%b?(a® + b*) < (a* + 4a3b + 6a%b + 4ab® +b*) -ab | :ab >0
8ab(a® + b*) < (a* + 4a3b + 6a%b* 4 4ab® + b*)

a* — 4a®b + 6a%b* — 4ab® +1* > 0

(a—0b)*>0

Dobili smo oc¢igledno taénu nejednakost, pa zaklju¢ujemo da je i polazna ne-
jednakost, koja je ekvivalentna dobijenoj, takoder ta¢na. Jednakost vrijedi
ako i samo ako je a = b.



PoGLAVLIE 7

Aritmeticki i geometrijski
nizovi

7.1 Pojammniza . .......... ... 000, 93
7.2 Aritmetickiniz . . .. ... ... 000000, 98
7.3 Geometrijskiniz .. ... ... ... . . 0000 99

7.1 Pojam niza

Nabrajanje (navodenje) brojeva kao §to je 1,2,3,4,5,...1li 5,10, 15, 20, 25, . ..
se obi¢no naziva nizom brojeva. Brojevi koji se nalaze u nizu se nazivaju
njegovim ¢lanovima. Cesto se susreéemo sa zadacima u kojima se od nas
trazi da nastavimo zapoceti niz brojeva.

1° 2,4,6,. ..
2°1,2,4,...
3° 1,4,9,...

U takvim zadacima se od nas ocekuje da na osnovu zadanih brojeva
(clanova) uo¢imo neko pravilo i na osnovu toga napiSemo jos brojeva
(¢clanova). Pogledamo li dane primjere, vidimo da u prvom primjeru niz
mozemo nastaviti brojevima 8, 10, 12, 14, . .. formirajuéi niz parnih brojeva.
U drugom primjeru mozemo reéi da krenuvsi od broja 1 svaki sljedeéi broj

93
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dobijamo mnozeéi prethodni broj s 2, pa bismo niz mogli nastaviti broje-
vima 8,16,32,64,..., dok u tre¢em mozemo pretpostaviti da su nam za-
dani kvadrati prirodnih brojeva, te bismo niz mogli nastaviti brojevima
16,25,36,.... U pravilu je svaki niz povezan s nizom prirodnih brojeva,
na nacin da prirodnim brojevima oznatavamo mjesto broja u nizu. Tako
na primjer u treéem primjeru imamo da je broju 1 pridruzen broj 1 kao
1. ¢lan, broju 2 je kao 2. ¢lan u nizu pridruzen broj 4, broju 3 je kao 3.
¢lanu u nizu pridruzen broj 9. Ovo nas dovodi do jedne osobine niza, a
to je da je prirodnim brojem odredeno mjesto clana u nizu (prvi, drugi,
treéi ¢lan, itd.). U naSem primjeru niza kvadrata prirodnih brojeva imamo
pridruzivanje

11, 24, 3—9, 416, 5+ 25, n > n’.

Takoder uocavamo jo$ jednu osobinu nizova, a to je da za neki broj mozemo
ustanoviti da li je on ¢lan niza ili ne. Tako znamo da je broj 100 ¢lan
posmatranog niza, jer je 100 = 102, te znamo da je on 10. ¢lan. Broj 55
nije ¢lan posmatranog niza, jer 55 nije kvadrat nijednog prirodnog broja.

Kako iza svakog ¢lana u nizu mozemo dopisati jos jedan ¢lan, to vidimo da
niz ima beskona¢no ¢lanova. Treba napomenuti da se ponekad, iz prakti¢nih
razloga, posmatra niz koji ima kona¢no mnogo ¢lanova, ali se to tada po-
sebno naglasava.

Iako navedeno opisivanje niza nije daleko od smisla ispravne definicije niza,
treba naglasiti da ono nije potpuno korektno s matematickog stajalista,
jer za navedene primjere postoji jo§ mnogo drugih rjeSenja. Tako smo
u drugom primjeru niz mogli nastaviti i brojevima 7,11,16,..., ukoliko
pretpostavimo da se niz formira tako da se krene od broja 1, te da se svaki
sljede¢i c¢lan dobija tako da se prethodnom c¢lanu redom dodaju brojevi
1,2,3,4,5,6,.... Tako bismo imali 1, 1+1=2,24+2=4,44+3 =17,
7+4 =11, 11 + 5 = 16, itd. Niz s matematickog stajalista ima svoju
strogu definiciju.

Definicija 7.1. Neka je zadan neprazan skup S. Svaka funkcija
a:N— 85,

koja svakom prirodnom broju n pridruzuje taéno jedan element a,, = a(n)
iz skupa S se naziva niz u skupu S. Element a, se naziva opéi ili n—ti
élan niza. Niz oznacavamo simbolom (ay,).

Specijalno, ako je S =R, tj. ako je a: N — R onda je rije¢ o nizu realnih
brojeva, a ako je S = C (a: N — C), onda je rije¢ o nizu kompleksnih
brojeva.
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Treba napomenuti da se ponekad za domenu uzima i skup NU {0}, tj. da
niz pocinje "nultim” ¢lanom ayg.

Zaniz (ay,) realnih brojeva kazemo da je ograni¢en (omeden) ako postoji
realan broj M takav da je |a,| < M, za svaki prirodan broj n, tj. ako su
svi ¢lanovi niza po apsolutnoj vrijednosti manji ili jednaki M. Tako imamo
da je niz a, = 1/n ogranicen, jer mu se svi ¢lanovi nalaze izmedu 0 i 1.
Isto tako imamo da je niz a,, = —3 + 2/n takoder ogranicen, jer mu se svi
¢lanovi nalaze izmedu —3 i —1. Niz prirodnih brojeva nije ogranicen, jer je
ogranicen samo odozdo, ali ne i odozgo.

Za niz (ay) realnih brojeva kazemo da je: rastuéi ako je a, < api1,
strogo rastudi ako je a, < an4+1, padajuéi ako je a, > apy1 i strogo
padajuéi ako je a,, > an11. Ako niz (a,) raste (strogo raste), onda njemu
suprotan niz (—a,) opada (strogo opada), i obratno, ako niz (a,) opada
(strogo opada), onda njemu suprotan niz (—a,) raste (strogo raste). Niz
realnih brojeva kojem su svi ¢lanovi jednaki, tj. niz (a,) gdje je a, = ¢,
c € R, Vn € N, se naziva konstantan niz.

Za niz kazemo da je odreden (zadan, poznat) ako mu je zadan opdi
clan. Niz, tj. njegov opéi ¢lan, mozemo zadati formulom ili rekurzivnom
relacijom, ali i graficki, te opisno.

Primjer 7.1. Odrediti prvih 5 ¢lanova niza ako je opéi ¢lan zadan formu-
lom.

d bn:—%
€) yn =57
Rjesenge:
a)
CL1—3 1= CL2—3'2: (13—3 3=

b)
a=51-13=-8 ay=5-2-13=-3 a3=5-3-13=2
ay=5-4-13=7 a5=5-5-13=12
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r1=2'41=3 2,=2241=5 a3=224+1=9

2 =24+1=17 25=2°+1=33

d)
1 1 1 1
=] by=—=  bhyg=—=  by=—— b= =
b 1 2 2 3773 1T 5 5
e)

3141 3241 7 3341 5
1= 2T T3 BT T3 T
3441 13 3541 8
=TT T BT Tsr T3

Ako pogledamo niz (ay) koji je zadan formulom za opéi ¢lan

1 n
an:<1+> ,
n

onda dobijamo

—

1

ay = (]. + 1) = 2,
1 2

azy = (1+2) = 2,25,
1 3

as = (1 + 3) = 2,370370370,
1 4

0y = (1 n 4> — 9,441406250,
1 5

as = (1 + 5> = 2,488320000,
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1\ 10
alp = <1 + 10) = 2,593742460,

1\ 100

14+ — = 2,704813829

a100 < + 100) ) )
106

ajp6 = <1 + 106) = 2, 718280469,
10°

ajge = <1 + 109> — 2,718281827.

Vidimo da je niz strogo rastudi i da se asimptotski priblizava broju e.

Zadavanje niza rekurzivnom relacijom je zadavanje opéeg ¢lana pomocu
nekoliko ve¢ prije definiranih. U tom slu¢aju nam mora biti poznato, u za-
visnosti od oblika rekurzivne relacije, nekoliko prvih ¢lanova niza na osnovu

kojih bismo racunali naredni ¢lan.

Primjer 7.2. Odrediti jos 3 c¢lana niza ako je opéi ¢lan zadan rekurzivnom

relacijom.

a) a1 =3, ap=n-ap_1 — 10, n > 2

b) c1 =—1, ¢y =2¢h—1+5, n>1
¢) ar="7,a2=0, ap =2ap-1+ap-2—1, n>3
d) wi=1, wo =1, w, = (=1)""Hw,_1 —3) + 2wp_9, n >3
e) by =1, by =10, by =5, by = n=t2a=t > 4
Rjesenge:
a)
ap=2-3-10=-4 ag=3-(-4)—10= —22
ag=4-(-22) — 10 = —98
b)

=2-(-1)4+5=3 3=2-3+5=11 ¢ =2-1145=27

c)

a3 =2-0+7-1=6 ag =2-6+0-1=11 as =2-1146—-1 =27
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d)
wy = (1)1 -3)+2-1=0  wi= (D" (0-3)+2-1=5

w3 = (—1)°T(5-3)+2-0=2

5421 7 ; g t+2-10 207

by = =L _ _ 2o
4 10 10 > 5 50
AT y2.5 101
be = "% — =
TO 5

&

Primjer jednog od najpoznatijih nizova je tzv. Fibonaccijev niz, koji je
zadan rekurzivnom relacijom

=1 F=1 F,=F, 1+ F, 2, n>3.
Odredimo li mu nekoliko sljedeéih ¢lanova, dobijamo

Fy=1+1=2 F=2+1=3, F;=3+2=5Fs=5+3=38.

7.2 Aritmeticki niz

Definicija 7.2. Niz je aritmeticki ako je razlika svakog ¢lana (osim prvog)
i ¢lana ispred njega konstantna i iznosi d, tj. ako je

ap — Qpn_1 =d, n > 2.
Broj d se naziva razlika ili diferencija aritmetickog niza.

Ako je d = 0 onda je aritmeticki niz konstantan.
1z definicije slijedi da je

ap = ap—1+d, n>2,

pa vidimo da svaki sljedeéi ¢lan aritmetickog niza dobijemo tako da pret-
hodnom ¢lanu dodamo razliku d. Tako imamo da je

ay = ay+d,

a3 = ay+d= (a1 +d)+d=a +2d,
ay = a3+d=(a1+2d)+d=a+3d,
as; = aq4+d=(a;+3d)+d=a +4d,
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pa nastavimo li tako dalje dobijamo da je aritmeticki niz s prvim ¢lanom
a1 i razlikom d odreden opéim ¢lanom koji je oblika

an =aj; + (n—1)d.

Naziv aritmeticki niz dolazi od ¢injenice da je svaki ¢lan aritmetickog niza
(osim prvog) aritmeticka sredina ¢lana ispred i ¢lana iza njega, tj. vrijedi

_ Qp—1 * Gn41

ap = 5 , n>2.

Napomenimo da sli¢na relacija vrijedi i za ”simetriéne” ¢lanove niza, tj. za
¢lanove koji su jednako udaljeni od a,,, od kojih je jedan ispred a drugi iza
njega. Tako imamo da vrijedi
ap—r + @
an:%””, n>2 r=12...,n—1.
Ako sa S, oznac¢imo sumu prvih n ¢lanova aritmetickog niza, onda
vrijedi

Sy = %(al +a).

Ako u prethodnu relaciju uvrstimo formulu za opéi ¢lan a,, = a3 + (n—1)d,
onda dobijamo da je
n
Sp = 5[2a1 + (n—1)d].

Ako izmedu dva broja a i b treba interpolirati (ubaciti) r brojeva, tako da
dobijeni niz (u ovom sluc¢aju konacan) bude aritmeticki, u kojem je a prvi
¢lan, a b posljednji ¢lan, onda se razlika racuna prema formuli

7.3 Geometrijski niz

Definicija 7.3. Niz je geometrijski ako je kolicnik svakog clana (osim
prvog) i ¢lana ispred njega konstantan i iznosi q, tj. ako je

Qn

=q, n>2.
Gp—1

Broj q se naziva koliénik ili kvocijent geometrijskog niza.
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Ako je ¢ = 1 onda je geometrijski niz konstantan.
Iz definicije slijedi da je

an = qap—-1, N > 27

pa vidimo da svaki sljedeéi ¢lan geometrijskog niza dobijemo tako da pret-
hodni ¢lan pomnozimo s g. Tako imamo da je

az = a1-q,

a3 = az-q=(a1-q)+d=a1-¢,
as = az-q=(a1-¢*)-q=a1- ¢
as = as-q=(a1-¢°)-q=ar-q",

pa nastavimo li tako dalje dobijamo da je geometrijski niz s prvim ¢lanom
a1 1 koliénikom ¢ odreden opé¢im ¢lanom koji je oblika
an =aj - q" L

Naziv geometrijski niz dolazi od ¢injenice da je svaki ¢lan geometrijskog
niza (osim prvog) geometrijska sredina ¢lana ispred i ¢lana iza njega, tj.
vrijedi

ap = +\/Ap—1-Qpy1, N> 2.
Ako sa S, ozna¢imo sumu prvih n ¢lanova geometrijskog niza, onda
vrijedi

=aj - 1.
q_1 al 1_q7 Q#

Ako u prethodnu relaciju uvrstimo formulu za ¢" = ¢-a, /a;, onda dobijamo
da je

Sn:al-

a, — a ai — qa
Sn:qn 1: ! qn7 q#17
q—1 1—¢q

a kako je an4+1 = gan,, to imamo

S, = nt1 — a1 _ 41 —Cln+17 q#1,
q—1 l—gq

U slucaju da je ¢ = 1, onda je rije¢ o konstantnom nizu, koji je istovremeno
i aritmeticki (s razlikom d = 0) i geometrijski i suma prvih n ¢lanova tog
niza je S, = naj.

Ako izmedu dva broja a # 0 i b treba interpolirati (ubaciti) r brojeva,
tako da dobijeni niz (u ovom sluc¢aju konacan) bude geometrijski, u kojem
je a prvi ¢lan, a b posljednji ¢lan, onda se koli¢nik ra¢una prema formuli

T+§/€
q= —.
a
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