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PREDGOVOR

Teorija algebri operatora na Hilbertovom prostoru pocinje se
razvijati 30-ih godina proslog vijeka. Njene temelje postavili su J. von
Neumann 1 F.J. Murray serijom radova tokom 30-ith 1 40-ih godina
dvadesetog vijeka.

J. von Neumann je 1929. godine uveo pojam prstena
operatora koje je kasnije J. Diximier nazvao von Neumannove
algebre. Pod ovim nazivom danas podrazumjevamo familiju algebri
koje posjeduju osobinu da su zatvorene u odnosu na slabu topologiju
operatora.

Uniformno  zatvorene  algebre  operatora, tzv. C*-algebre,
okarakterizirali su i djelimi¢no analizirali Gelfand 1 Naimark 1949.
godine. Nakon tog perioda ova se teorija ubrzano razvija, narocito
njena primjena u oblasti kvantne mehanike . Ono §to posebno odlikuje
teoriju algebri operatora je da ona povezuje algebru i analizu: rezultati
ove teorije su iskazani algebarski, dok su tehnike analiticke.

Algebarsku vezu izmedu von Neumannove algebre M 1njenog
komutanta M" dao je 1967. godine M. Tomita, a zatim je dokazao i
teorem o komutaciji tenzorskih proizvoda von Neumannovih algebri. U
svrhu proucavanja veze izmedu algebre M 1 njenog komutanta M" u
nekoj standardnoj reprezentaciji, Tomita je uveo dva pojma tzv.
generalizirane Hilbertove algebre 1 modularne Hilbertove algebre. Time
su postavljeni temelji tzv. modularne teorije Tomita-Takesaki. Ova
teorija je potom izrasla u jedno od najvaznijih oruda u teoriji
operatorskih algebri i viSestruko se primjenjuje u kvantnoj fizici.

Cilj ove knjige je da predstavi kratak pregled modularne teorije
Tomita —Takesaki.

U glavi 1. su dati osnovni pojmovi potrebni kako bi se na prirodan
nain mogle uvesti von Neumanove algebre, a zatim i modularna
teorija Tomita-Takesaki. U poglavlju 1.1. opisane su C*-algebre kao
autoadjungovane algebre ograniCenth linearnih operatora na
Hilbertovom prostoru koje su zatvorene u uniformnoj topologiji. Kako
su reprezentacije C*-algebre znacajne u cjelokupnoj teoriji algebarskih
operatora, u poglavlju 1.4. je data konstrukcija reprezentacija C*-
algebri 1 dokazana njihova egzistencija.
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Glava 2. je posvecena von Neumannovim algebrama. Najprije je dat
pregled razli¢itih operatorskih topologija povezanih sa prostorom L(H)
operatora koji su ogranic¢eni na Hilbertovom prostoru /. Pri izu¢avanju
von Neumannovih algebri potrebno je poznavanje osobina razli¢itih
topologija. Von Neumannove algebre su opisane kao algebre zatvorene
u slaboj topologiji operatora, a zatim su date neke znacajne osobine.

Centralni dio knjige je glava 3., posve¢ena modularnoj teoriji Tomita-
Takesaki. Tu je konstruisan Hilbertov prostor # sa “pozitivnim
samodualnim konusom” 7P tako da pozitivni elementi u predualu von
Neumannove algebre M: odgovaraju elementima u 2 , a da
automorfizmi od M odgovaraju unitarnim elementima u # , u odnosu
na koje je konus 72 invarijantan. Dalje se sa JAQ = A*Q) definiSe
operator kojugacije J na #. Ispitivanje preslikavanja AQ >A*Q  je
polazna tacka teorije Tomita-Takesaki. Kako je prethodno receno,
modularna teorija ima znacajne primjene u kvantnoj mehanici, pa je na
kraju glave 3. dat osvrt na neke od primjena.

S obzirom na sve vecu 1 vazniju ulogu modularne teorije u primjenti,
posebno fizici, ova knjiga je namijenjena podjednako studentima
postdiplomskog studija matematike (funkcionalna analiza) kao i
teorijske fizike, koji se opredijele za rjeSavanje kompleksnih problema
s fizikalnom motivacijom, koji Cesto, pored teorijskog imaju velik
znaCaj za primjenu u oblastima algebarske kvantne teorije polja,
kvantne mehanike 1 kvantne statisticke mehanike.

Autor
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C*-ALGEBRE
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1.1. OSNOVNE DEFINICIJE I STRUKTURE

Teorija  C*-algebri je specijalan slu€aj teorije Banachovih
algebri 1 istovremeno poopcenje nekih algebri ogranicenih operatora
koji djeluju na Hilbertovom prostoru #. Konstrukciju C*-algebri
poce¢emo apstraktnim opisima koji odgovaraju opc¢oj analizi
Banachovih algebri.

Neka je A vektorski prostor nad poljem kompleksnih brojeva
C. Prostor A nazivamo algebra ako svakom uredenom paru (4,B)
elemenata 4,Be A mozemo pridruziti proizvod A4B. Pri tom se
podrazumjeva da proizvod 1ma osobine asocijativnosti 1
distributivnosti, tj. da vrijedi

(1) A(BC) = (4B)C;
(2)  A(B+C) = AB + AC;
(3) ap(4B) = (ad)(pB) (o, peC) .

Podprostor B prostora A koji je takoder algebra, u odnosu na
operacije u A, naziva se podalgebrom algebre A. Kazemo da je
algebra A komutativna ili abelova ako je proizvod komutativan, tj.
ako vrijedi 4B = BA.

Preslikavanje 4 +— A* sa Au A zvatemo involucija ili
adjungovana operacija algebre A ako ima sljedece osobine:

(1) A**=4,
(2)  (AB)* = B*4*,
(3) (ad+ BB)*=a A* + B B*.

Algebra s involucijom naziva se *-algebra. Podskup B algebre A
naziva se hermitskim ili autoadjungovanim ako Ae€B implicira
A*eB.

Algebru A nazivamo normirana algebra ako se svakom
elementu 4e A moze pridruziti realan broj HAH- norma od A, koji

zadovoljava sljedece uslove:

(1) ||4| =0 i |4]=0 akko 4=0,
@ o] =l 4],

®) |4+B|<]4] +[5].

@ 48| <|4]-|8]-
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Uslov (3) poznat je kao nejednakost trougla, a uslov (4) kao
nejednakost proizvoda.

Norma definiSe metricku topologiju na A  (uniformnu
topologiju). Okolina nekog elementa A€ A u ovoj topologiji je data sa

U; &) ={B:BeA, |[B-A4|<e}, &>0.

Ako je A potpun prostor u odnosu na uniformnu topologiju nazivamo
ga Banachovom algebrom. Potpuna normirana algebra sa involucijom i

osobinom HAH ZHA *H naziva se Banachova *-algebra.

Definicija 1.1. Banachova algebra A sa osobinom

2

|4* A|=|4]", zasve Aea

zove se C*-algebra.

Osobina norme koja karakteriSe C*-algebru je ostatak strukture
Hilbertovog prostora. Ova osobina kombinovana sa nejednako$¢u

proizvoda automatski daje HA *H ZHA

4" = 4= 4] <[44 4]

, jer je

iotuda HAHSHA *H . Zamjenom uloge 4 i A* dobijamo HAH:HA *H za
sve A€ A.

Navedimo neke primjere C*-algebri. Napomenimo, da se pod
Hilbertovim
prostorom podrazumjeva kompleksan Hilbertov prostor.

Primjer 1.2. Neka je #H Hilbertov prostor. Sa L(#) oznafimo skup
svih ograni¢enih operatora na #. Pretpostavimo da su suma i proizvod
elemenata iz L£(7) definisani na uobi¢ajeni nacin i zadajmo na skupu
L(H) normu

= suptlv] s e,

wl=1}.

Adjungovani operatori Hilbertovog prostora definiSu involuciju na
L(H). U odnosu na ove operacije i normu, L(H) je C*-algebra.
Osobinu C*-norme dobijamo na sljedec¢i nacin
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|4 = suptdy, 4y) ; west, lw|=1} = supi(y, A*4y) ; yet,
lwl=17

<sup{|[4* Ay vl=1; = [ax d|<]ax-|4] =] 4"

[ WeH,

Napomenimo da je svaka autoadjungovana ravnomjerno zatvorena
podalgebra A
C*-algebre L(#) takoder C*-algebra.

Primjer 1.3. Oznacimo sa LC(H) algebru kompaktnih operatora na
Hilbertovom prostoru H. Algebra LC(#H) je C*-algebra. Kao prvo,
LC(H) je autoadjungovana podalgebra algebre L£(7{), a kao drugo,
LC(H) je ravnomjerno zatvorena jer je ravnomjerna granica skupa
kompaktnih operatora na J automatski kompaktna.

Primjer 1.4. Neka je X lokalno kompaktan prostor, a Cy(X) skup
neprekidnih funkcija nad X koje iS¢ezavaju u beskonac¢nosti. Pod tim
podrazumjevamo da za svaku funkciju feCo(X) 1 & > 0 postoji
kompaktan skup KcX takav da je [fix)| < & za sve xeX\K.
DefiniSimo na Cy(X) algebarske operacije sa:

(&) =fx) +gX),
() (x) = of (%),
(18)(x) =f(x)g(x)

1 involuciju sa

f*x) = f(x).
Na kraju, uvedimo normu sa
171=sup il fie) | xeX5.

Co(X) je komutativna C*-algebra.
Zbog

|| = supl 0 F : xe X =| 1]

vrijedi identitet norme.

10
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Jedinica I C*-algebre A je element iz A takav da je 4 = I4
= Al, zasve A€ A. Slijedi da je I'* takoder jedinica.
Medutim, /A moZe imati najviSe jednu jedinicu. U suprotnom, za neku
drugu jedinicu I’ bi vrijedilo

I'=1-=I,
dakle,
I1=1T.
Napomenimo da iz relacija
[l =[x =

|4 =] < 1] -|4]

slijedi
|7]=0 il |1]=1.

Ako je HIH: 0 tada mora biti HAH: 0 za sve A€ A, i algebra je

identicki jednaka nuli. [zostavicemo ovaj trivijalni slu¢aj 1 smatrati da
je |1]=1.

[ako C*-algebra moze da ima najvise jedan jedinicni element,
ona ne mora automatski da posjeduje jedinicu. Na primjer, algebra
LC(H) posjeduje jedinicu ako i samo ako je H kona¢nodimenzionalan
prostor, dok algebra Cy(X) ima jedinicu ako i samo ako je prostor X
kompaktan.

Odsustvo jedinicnog elementa moze zakomplikovati strukturnu analizu
algebre A, ali se to moze zaobi¢i ulaganjem algebre A u neku vecu
algebru 4 sa jedinicom.

Konstrukciju algebre A4 ¢emo ovdje izostaviti. Napomenimo samo da
je A oblika

A=CI+A.

Navedimo joS neke definicije 1 svojstva koja ¢e nam trebati u
daljem izlaganju.
Podprostor B algebre A naziva se njenim lijevim idealom ako iz
AeA 1 BeB slijedi ABeB. Slicno, B je desni ideal ako iz A€ A 1
BeB slijedi BAeB. Ako je B 1ilijevi i desni ideal, onda se on naziva
dvostranim idealom.

11
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Napomenimo da je svaki ideal automatski algebra. Dalje, ako je B
lijevi (ili desni) ideal algebre A sa involucijom 1 ako je B
autoadjungovan skup, onda je B automatski dvostrani ideal.

Primjer 1.5. Neka je A= L£(H) C*-algebra svih ograni¢enih operatora
na kompleksnom Hilbertovom prostoru H. Za vektor QeH skup Iq
definisan sa

In={A:AeA4 AQ =0}
je lijevi ideal algebre A.

Primjer 1.6. Neka je A= L(H), a B= LC(H) algebra kompaktnih
operatora na . Tada je B dvostrani ideal algebre A, jer je proizvod
ogranicenog 1 kompaktnog operatora uvijek kompaktan operator.

C*-algebru A  nazivamo prostom algebrom ako nema
netrivijalnih zatvorenih dvostranih ideala, tj. u slucaju kada su {0} i
A njeni jedini zatvoreni dvostrani ideali. Ako algebra A ima jedini¢ni
element tada moZzemo re¢i da ‘A nema ni zatvorenih ni nezatvorenih
dvostranih ideala.

Ovo poglavlje zavr§icemo navodenjem definicija najznacajnijih
klasa elemenata C*-algebri.

Zaelement A€ A rec¢i ¢emo da je normalan ako vrijedi
AA* = A*A,

a hermitski ili autoadjungovan ako je

A=4%

Ako C*-algebra A posjeduje jedinicu I, tada cemo A zvati

izometri¢nim elementom ukoliko je
A*4 =1,

a A ¢emo zvati unitaranim ako je

A*4A =1=AA*

12
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Napomenimo da element 4€ A ima jedinstvenu dekompoziciju oblika
A = A;+ids, u kojoj su A; 1 A, hermitski elementi zadani sa A
=1(A+A4%), A;=5(A4-A4*).

Posebnu paZnju posveticemo takozvanim pozitivnim elementima.

13
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1.2. POZITIVNI ELEMENTI

Klasa pozitivnih elemenata je vjerovatno najznacajnija klasa
elemenata C*-algebre. To dolazi od toga $to pojam pozitivnosti
omogucuje uvodenje relacije poretka izmedu razli¢itih elemenata
algebre. U ovom poglavlju uves¢emo pojam pozitivnih elemenata i
navesti najvaznije osobine pozitivnih elemenata.

Definicija 1.7. Za element A neke *-algebre A kazemo da je

pozitivan ako je hermitski i ako je njegov spektar o(A) podskup
pozitivne poluprave.
Skup svih pozitivnih elemenata *-algebre A oznacavamo sa A.

Naves¢emo bez dokaza neke od jednostavnijih osobina
pozitivnih elemenata.

Teorema 1.8. Neka je A4 C*-algebra. Hermitski element A€ A je
pozitivan ako i samo ako je A=B’, za neki hermitski BeA . Stavise,
ako je A pozitivan element tada postoji jedinstven pozitivan element B
takav da je A=B’. Ovaj element B lezi u abelovoj C*-podalgebri
algebre A generisanoj sa A.

Teorema 1.8. omogucava definisanje kvadratnog korijena pozitivnog
elementa 4 iz C*-algebre A, kao jedinstvenog pozitivnog elementa
B iz A, takvog daje B’ = A. Ako je 4 hermitski onda se njegov

modul | 4| moZe definisati kao ‘A‘le A .

Teorema 1.9. Skup A, pozitivnih elemenata C*-algebre A je
uniformno zatvoren konveksan konus sa osobinom A, N (-A.) = {0}.
Ako je A hermitski element algebre A i ako definisemo A, sa

A, = 3(‘/1‘ + A) tada je

(1) Aseds,
(2) A=A, -4,
(3) A.A_=0.

Elementi A+ su jedinstveni elementi koji imaju ove osobine.

Sljedeca znac¢ajna teorema daje karakterizaciju pozitivnih
elemenata.

14
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Teorema 1.10. Neka je A C*-algebrai Ae A Tada su sljedeci
uslovi ekvivalentni:

(1) A je pozitivan;
(2) A=B*B,zaneko BeA

Dokaz. (1) = (2) Ova implikacija je sadrzana u Teoremi 1.8.
(2) = (1) Ortogonalnu dekompoziciju elementa B*B oznafimo sa
B*B=C-D.

Prema Teoremi 1.9, odavde zaklju¢ujemo C,De A, i CD =0 =DC.
Treba dokazatidaje D = 0.
Najprije konstatujmo da je

(BD)*(BD) = D(C —D)D =-D’ e—A..
Primjetimo zatim da je
BD =S + T,

gdjesu S 1 T hermitski elementi.
Ako iskoristimo Cinjenicu da je A: konveksan konus, moZzemo

izraCunati

(BD)(BD)* = -(BD)*(BD) + 2(S° + T) € A. .
Imajuci u vidu poznate osobine spektra pozitivnog elementa, odavde
slijedi

o((BD)(BD)* < [0, |B || 1

o((BD)*(BD)) < [0, B[ |D|*1

Veé smo vidjeli da (BD)*(BD)e—A., pa je, prema tome o(D’) = {0;.
Formula spektralnog radijusa daje

|p*|=0=|D|", dakle, D =0.1

Na kraju ovog poglavlja osvrnuCemo se na polarnu
dekompoziciju operatora na Hilbertovom prostoru. Specijalan slucaj
ove dekompozicije moze se dobiti na sljedec¢i nacin:

15
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Ako je A C*-algebra, tada je A*4 pozitivan za sve A€ A. Modul
elementa A€ A moze se definisati sa ‘A‘zx/A*A. Ukoliko je 4

hermitski element, ova definicija se podudara sa prijaSnjom definicijom
modula. Dalje, ako algebra A sadrzi jedinicu i ako je 4 invertibilan
element, tada je 1 proizvod A4*4 invertibilan, a njegov inverz je
pozitivan. Odavde slijedi da je |4| invertibilan te je

.

Odavde dobijamo
A=Ul,
gdie je U=A|A[".

Lako se pokazuje da je U*U =1 i U'=|A|4”. Zna&i, U je unitaran
element algebre A, a izraz A = U |4| predstavlja polarnu
dekompoziciju elementa A.

Opcenito, svaki zatvoreni, gusto definisan operator 4 na
Hilbertovom prostoru moze se predstaviti kao proizvod parcijalne

izometrije V' 1 pozitivnog hermitskog operatora ‘A‘ =+ A* A4, 1.
A=V(A* A)

Sto predstavlja op¢u polarnu dekompoziciju.

Ovo mozemo ilustrovati sljede¢im primjerom.

Primjer 1.11. Neka £(7{) oznacava algebru ograni¢enih operatora na
kompleksnom Hilbertovom prostoru # . Tada je, prema primjeru 1.2,
L(H) C*-algebra.

Neka je AeL(H) i ‘A‘ = (A*A)%. DefiniSimo operator ' nad svim
vektorima oblika |4| v na sljede¢i nacin

Nd|ly=Awy.
Ovako definisan operator je linearan jer je |4| =0 ekvivalentno sa 0
:H‘A‘V/H = HA l//H iotuda Ay = 0. Osim toga, V je izometriCan operator
zbog HV‘A‘V/H = HA l//H = H‘A‘l//” Operator V' moze se produziti do

parcijalne izometrije ako ga izjedna¢imo sa nulom na ortogonalnom
komplementu skupa {|4|y : weH}.
Na taj nac¢in dolazimo do polarne dekompozicije operatora A:

16
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A=VIA|
koja je je jedinstvena u sljede¢em smislu:

Akoje A =UB, gdjeje B>0 1 U parcijalna izometrija takva da je
Up =0 samo za one ¢ koji su ortogonalni na rang operatora B, tada
je U=V 1 B=|A|

Zaista, A*A = BU*UB = B* , pa je prema tome, B je jednak
jedinstvenom kvadratnom korijenu |[4| operatora 4*4. No tada je U |4|
=Vl]d|tesui U 1 V jednaki nuli na ortogonalnom komplementu ranga
operatora |A4]|.

17
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1.3. DEKOMPOZICIJA JEDINICE HERMITSKOG
OPERATORA

Ako je HeL(H) neki hermitski operator i A realan broj, onda

je 1 Al — H hermitski operator. Sa E; oznaCavamo pozitivan projektor
tog operatora. Dakle,

(M-H)x=0 = E)x=x (A1€R).

Ovako definisanu familiju E; A€R ortogonalnih projektora nazivamo
dekompozicijom jedinice ili spektralnom familijom operatora H i ona
ima niz vaznih osobina koje potpuno odreduju operator H.

Navedimo neke od osobina spektralne familije.

Ako je CeL(X) 1 CH = HC, tada je C(Al — H) = (Al — H)C, §to
povla¢i CE, = E,C, za svako Ae R. Budu¢i da je HE, = E,H za
svako Ae R, toje E  E, = E,E, zasvako ue R. Osimtoga, £, E, =
E,E;,=FE, za A>pu. Specijalno je E’=E, i E,1* =FE;.

Osim toga vrijedi (E,x,x) > 0.
Naime, (E;x,x) = (E,12 xx) =(E,x, E;*x) = (Exx, Exx) = HElxuzz 0,
znac¢i E;>0.

Realna funkcija (E;x,x) je neopadajuca funkcija argumenta A, jer, za
A >, imamo
(Eyx,x) - (Eux,x) = (Ex- E.)x.x).
No, lako je vidjeti da je E, —E, = (E;—E,)°. Zaista,
(E,—E.) =Ef —E;E,—E,E,+E’ =E,—~E,—E,+E,=E,—E, .

Dakle,

(E2x.%) - (Euxx) = (Ex— Ey)xx) = (Ex— Eu)*xx) = (Ea E,

)x, (Ex— Eu)*v)

= ((Ex— B, (Ex—Eu)x) = |[(E, —E, x| 0.

Operator H se sada moze napisati u obliku Stieltjesovog integrala
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Hx = TMEM :

Oblast definicije operatora H se sastoji od onih ( 1 samo onih )

elemenata xeH  za koje integral jMElx konvergira. Integral

—00

j AE,x mozemo posmatrati kao onaj vektor iz HH za koji vrijedi

—00

(Ey)= [M(E,x.y) , VyeH,

pri cemu se na desnoj strani nalazi Stieltjesov integral funkcije f(4) = 4
def

u odnosu na kompleksnu funkciju g(A) = (Exx, v) .

Ako je H pozitivan operator, tj. (HE) >0, za svako & iz oblasti
definicije operatora H, onda imamo

Hx = TMEAX .
0

Ako je f(A1) neka neprekidna funkcija definisana na segmentu [0,+),
tada sa f(H) oznaCavamo operator definisan sa

fii)x = [ f(A)dE x .

Oblast definicije operatora f(H) je skup svih xeH za koje integral
[ f)dE, x
0

konvergira.

Ako je f(A) ogranicena funkcija na segmentu [0,+c0), t;.
() <M (VA20),

tada je operator f(H) ograniCen i vrijedi

It
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N
Naime, integral J f(A)dE,x , N>0, je limes sume
0

n—1
ox = Zf(ﬂk)(E/lk+1x_E,1kx)
k=0
u kojoj je
Hi € [A,Mer1]
O0=A <A< ... <4<+ < A, <N.

Odavde slijedi

2

o = Hzfmk)(% _E)x

- [wak)(% ~E %Y f(u)E,  ~E, )xj

- (Zf(:uk)f(:uj)(E/lkH -E, )xv(E/ljﬂ _E/lj )XJ

= Zf(ﬂk)f(u_,)(x,(Eam, —E, (B, —E;)%) -

No, lako se vidi da je
(E,., —E,NE, —E;,)=0 akoje k=j

(E,., —ENE, —E,)=E, —-E, zak=j.
Zbog toga posljednja jednakost postaje
2
o™ = 21 (o oy, =B, )x) < ZMP (0B, — E,)x)
k k

=M*((E, —E,)x+ (E, —E,)x+..+(E, —E, )x)
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=M? (x,(E, —E, )x)=M?(x, Eyx) =M’ (x, E’x)

= M?* (Exx, Eyx)=M" |E\ x| <M? |

2
s

jer je Ey hermitski projektor, pa je HENH =1.
Dakle,

Jond] < M -
+o0 N
Kako je integral j f(A)dE ,x limes integrala j f(A)dE,x , kad N—> oo,
0 0
tada je 1

<Mfy].

[ £

Ovim je dokazano da je f(H) ograniCen operator.
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1.4. REPREZENTACIJE C*-ALGEBRE

Reprezentacija neke algebarske strukture omogucuje da se u
nekoj konkretnoj realizaciji prepoznaju i lakSe prouce neke osnovne
osobine te strukture. U ovom poglavlju uvodi se definicija
reprezentacije ~ C*-algebre 1 neki osnovni pojmovi u vezi sa
reprezentacijama.

Definicija 1.20. Reprezentacija C*-algebre A definise se kao par
(H ), gdje je H Hilbertov prostor, a © *-morfizam sa A u L(H).
Reprezentacija (#Hn) se naziva vjernom (tacnom ili egzaktnom) ako i

samo ako je m*-izomorfizam izmedu A i n(A), tj. ako i samo ako je
kerm = {0).

Naravno, vjerne reprezentacije su najvaznije reprezentacije i
zato je korisno znati kriterije koje treba da zadovoljava reprezentacija
da bi bila vjerna.

Propozicija 1.21. Neka je (Hr) reprezentacija C*-algebre A Ova
reprezentacija je vjerna ako i samo ako zadovoljava sljedece
ekvivalentne uslove:

(1) kerm={0);
@ =) =4
(3) n(A) >0, zasve A>0.

, za sve AeA;

Dokaz. Prema definiciji, reprezentacija (#,mw) je vjerna ako i samo
ako je kerm={0}.
Dokazimo implikacije (1)=(2)=(3)=(1).

()=(2) Kako je kerm = {0}, mozemo definisati morfizam 7z’ iz
ranga preslikavanja 7 u A sa 7~ (7(4)) = A. Primjenom nejednakosti

7(A)| <] 4| redomna 7z i 7 dobijamo
(] <[4 j
[4]=|r" )] < el < 4]

(2)=(3) Akoje 4>0,ondaje |4| >0iotuda |z(A)|>0 ili () =0.

Kako je svaki morfizam pozitivan, zakljucujemo da je 7(4) > 0.
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(3)=>(1) Ako uslov (1) nije zadovoljen, tada postoji neki element
Bekernm takavdaje B#0 idaje n(B*B)=0.Kako je HB*BHZO 1

HB"‘BHzHBH2 dobijamo B*B > (. Znaci, uslov (3) nije zadovoljen. [

Uvedimo pojam podreprezentacije. Ako je (H,7)
reprezentacija C*-algebre A 1 H; podprostor prostora H , tada
¢emo za ), kazati da je invarijantan ili stabilan u odnosu na 7 ako
vrijedi

m(A)H, cH, zasve A€ A.

Ako je #H, zatvoren podprostor prostora H 1iako je P, ortogonalna

projekcija Ciji je rang 2, onda invarijantnost #; u odnosu na 7
implicira
P, m(4) Py, = n(4) Py, , zasvako A€ A.
Dakle,
() Py = (Pyp w(A%) Py )* = (n(4%) Py )* =Py n(A)

za sve A€A, tj. projektor P, komutira sa svakom od reprezentacija

7i(A).
Obratno, osobina komutativnosti povlaci invarijantnost podprostora H;

u odnosu na 7. Dakle, zakljuCujemo da je #, invarijantan u odnosu
na 7 ako isamo ako je

m(A) Py, = Py m(4) zasve A€A.

Dalje, neka je podprostor 7, invarijantan u odnosu na 7 i neka je 7;
*-morfizam definisan sa

mi(4) = Py m(A) Py, .
Lako se vidi da je (#,,7;) reprezentacija algebre A. Stvarno
71(A) m(B) = (Py, w(A))( 7(B) Py ) = Py, a(AB) Py, = mi(AB)

Reprezentacija definisana na ovaj nain naziva se podreprezentacijom
reprezentacije (FH,,m).

Trivijalan tip reprezentacije neke C*-algebre dat je sa 7=0, tj.
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n(A) =0 zasve AcA.

Reprezentacija moZe biti netrivijalna, ali da ipak ima trivijalni dio.
Naime, ako je F, skup definisan sa

Ho={w: weH, n(A)w=0 zasve A A},
tada je skup H, invarijantan u odnosu na 7 1 odgovarajuca
podreprezentacija 7y =P, 7P, jenula.

Za reprezentaciju (#H,7) kazemo da je nedegenerisana ako je Hy = {0}.
Skup M ogranicenih operatora djeluje nedegenerisuce na H ako je

{w: Ay=0, zasvako 4eM} = {0}.

Vazna klasa nedegenerisanih reprezentacija je klasa cikli¢kih
reprezentacija. Najprije uvodimo pojam ciklickog vektora.
Za vektor (2 na Hilbertovom prostoru # kazemo da je ciklican u
odnosu na skup ogranicenih operatora M ako je skup {4€Q : AeM}
gustu H.

Sada mozemo dati definiciju ciklicke reprezentacije.

Definicija 1.22. Ciklicka reprezentacija C*-algebre A je trojka
(H 1 Q), gdje je (H ) reprezentacija algebre A, a 2 vektor u H
ciklican u odnosu na ©# u H

Dokazimo sljedeci vazan rezultat.

Propozicija 1.23. Neka je (H n) nedegenerisana reprezentacija C*-
algebre A Tada je n direktna suma familije ciklickih reprezentacija.

Dokaz. Oznacimo sa {Qg}qcr maksimalnu familiju nenultih vektora u
H takvih da je
(m(4)€20, 7(B)€2p) =0,

zasve A, BeA i a#p.

Egzistenciju takve familije moZemo potvrditi pomocu Zornove leme.
Uzimaju¢i zatvorenje linearnog podprostora {n(4)Q, AeA},
dobijamo Hilbertov podprostor koji ¢emo oznaliti sa H, Ovaj
podprostor je invarijantan, pa mozemo uvesti 7, sa:
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w(A) = P, 7(4) P, .
Odavde se vidi da je svaka trojka (H,7,€2,) cikliCka reprezentacija
algebre A. Zbog maksimalnosti familije {€2,},c1 1 nedegenerisanosti
reprezentacije 7, ne postoji nenulti vektor €2 koji bi bio ortogonalan
na svaki od podprostora #,. Dakle,
H=H, 1 n=Drx,.

ael ael

Ovim je propozicija dokazana. [

Prethodnom propozicijom se razmatranje op¢ih reprezentacija

suZava na razmatranje ciklickih reprezentacija. Ovo je znacajno zato sto
postoji kanonski oblik konstrukcije ciklickih reprezentacija koji ¢emo
izloziti u nastavku.
U konstrukeiji reprezentacija kao i u dokazu egzistencije reprezentacija
C*-algebri vaznu ulogu imaju pozitivne linearne forme ili funkcionali
nad A. Ovdje ¢emo dati samo definiciju vazne klase funkcionala, ali se
ne¢emo baviti njenim osobinama.

Definicija 1.24. Za linearan funkcional @ nad *-algebrom A
kazemo da je pozitivan ako je
w(A*4) >0, zasve AeA.

Pozitivan linearan funkcional @ nad C*-algebrom A za koji je

Ha)” =1, nazivamo stanje.

Pojam stanja usko je vezan uz pojam reprezentacije.
Pretpostavimo da postoji neka reprezentacija (H,7) C*-algebre A.
Neka je Q2eH bilo koji nenulti vektor. DefiniSimo @ sa

wa(A) = (€, n(4)€)), za svako A€ A.

Time smo definisali linearnu funkciju nad A koja je pozitivna, jer je
wo(A*4) = [z(HQ[ 2 0.

Lako se provjerava da je Ha)QHZI kad god je HQHZI 1 7

nedegenerisano. U tom sluaju @ je stanje nad A. Stanja ovog tipa
obi¢no se nazivaju vektorska stanja reprezentacije (F, 7). Vrijedi i
obratno, svako stanje je vektorsko stanje za neku nedegenerisanu
reprezentaciju. Da bi ovo pokazali moramo, polaze¢i od stanja w,
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konstruisati reprezentaciju (H,,7,) algebre A ivektor ,eH, tako
da stanje @ bude identi¢no vektorskom stanju @, , ).

w(A4) = (Q,, my(A)2,), za svako A€ A.

Ova konstrukcija je zasnovana na jednostavnoj zamisli. Prvo
razmotrimo definiciju prostora reprezentacije H,. Algebra A je

Banachov prostor i pomocfu stanja @ moZe se preobraziti u
predhilbertov prostor uvodenjem pozitivnog semidefinitnog skalarnog
proizvoda

<A,B>= o(A*B).
Zatim definiS§imo skup I, sa
I,={A:4eA, o(A4*4)=0}.
Skup I, je lijeviidealu A jer IeIl, 1 A€ A implicira
0 < o((AD)*AD) < | 4| o(@*) = 0

tj. AleL,.

DefiniSimo klase ekvivalencije wy, wp sa:
wa={ A:A=A+1,I€l,}.

Zapazimo da ove klase ekvivalencije formiraju kompleksan vektorski
prostor kada ih snabdijemo sa operacijama naslijedenim iz A:

Wat WB= Yuis,
QY4 = Yoy .
Ovaj prostor je strogo predhilbertov prostor u odnosu na skalarni

proizvod

(Y, W) =<4,B>= o(A*B) .

Poznato je da strogo predhilbertov prostor moZe biti upotpunjen, tj.
linearno uloZen kao gust podprostor Hilbertovog prostora na nac¢in koji
Cuva skalarni proizvod. Upotpunjenje ovog prostora definiSemo kao
prostor reprezentacija F,.

Razmotrimo sada definiciju reprezentacija 7z,(4). Odredimo

najprije njihovo djelovanje na gust podskup skupa #, koji Cine
vektori yp, Be A, definisan sa:
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To(A)WB = Wap .
Napomenimo da ova relacija ne zavisi od izbora predstavnika klase 3,
jer je
TolA) We1 = Waprar = Wap = To(A) Ws
za lel,.
Osim toga, svaki operator m,(4) je linearan, jer je
To(A) (AW + Wc) = TolA) Wis+c = Wias+ac =AWap + Wac =
= Ano(A) Y5 + mo(4) ye .

Konacno,

7 ([ = (was, wan) = xB*a*4B) < |d|°exB*B) = | A[ |ws| -

Dakle, 7,(4) ima ograniCeno zatvorenje koje ¢emo takoder oznacavati
sa Tu(A).

Algebarske osobine 7, mogu se lako provjeriti. Posto je

To(A1) Ta(A2)Ys = Vans = mo(A142) Ya
znacl,
ﬂ'a,(A]) ﬂ'w(Ag) = ﬂ'a,(A]Ag) .
Na ovaj nacin smo konstruisali reprezentaciju (Hep,7s).

Ostaje joS da odredimo vektor (2, Ako algebra A sadrzi
jedinicu, vektor €2, definiSemo sa (2, = yy . Definicija je korektna, jer

je
(20, To(A)€20) = (Y1, W) = (A).

Napomenimo da je skup {7,(4)€2,: Ac A} gust skup klasa
ekvivalencije {yy4, A€ A}, pa je otuda €2, ciklican vektor za (Hy,7,).

Ako algebra A nema jedinicu, mi joj mozemo jedinicu
priduZiti i ponoviti gornju konstrukciju za A.

Ovim smo utvrdili glavni dio naredne teoreme.
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Teorema 1.25. Neka je o stanje nad C*-algebrom A Tada postoji
ciklicka reprezentacija (Hy, 7w 2,) algebre A takva da je

(4) = (€20, 7o(4)€20)
za sve A€, teje
2
|2, =[] =1
Osim toga reprezentacija je jedinstvena do na unitarnu ekvivalenciju.
Dokaz. U razmatranju koje je prethodilo iskazu teoreme konstruisali
smo reprezentaciju 1 time dokazali njen glavni dio. Ostaje joS samo da

dokazemo jedinstvenost te reprezentacije.
Neka je (Hy, 7y ,€2») druga ciklicka reprezentacija takva da je

o(4) = (Qw, T (4)820)

za svako A€ A.
Tada postoji unitarni operator sa #, na H, takav da je

U' p(A)U = 7,(A)

zasve AeA 1

Ovo postizemo definiSuci operator U na sljede¢i na¢in
Ury(A)Q2y = Tp(A)y .
Primjetimo da je
(Ury(A)€2,, Ury(B)€2) = (715(A) 20, Te(B)2y) = a(A*B)
= (Tu(A)2s, 7o(B)€2,) .

Odavde se vidida U ¢uva skalarni proizvod $to znacida je U dobro
definisan. Lako je zakljuditi da je zatvorenje operatora U unitarno i
ima Zeljene algebarske osobine. ]

Na ovaj naCin je dat postupak konstrukcije reprezentacija.
Preostaje nam da dokazemo 1 egzistenciju reprezentacije.

Teorema 1.26. C*-algebra A je izomorfna sa zatvorenom u odnosu na

normu, autoadjungovanom algebrom ogranicenih operatora na
Hilbertovom prostoru.
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Dokaz. Dokaz ¢emo izloziti u kratkim crtama.

Za svako stanje @ algebre A konstruiSimo odgovarajucu ciklicku
reprezentaciju  (He, 7w 2s), pa zatim formirajmo direktnu sumu
ciklickih reprezentacija:

H= H,, r= & &,
a)eEﬂ WEEﬂ

gdje E, oznacava skup stanja nad A. Dobijenu direktnu sumu
oznacimo sa (H,x).
Poznato je da za svaki operator 4€ A postoji stanje @, takvo da je

.. ) =14

No,
x| 7., (4)|=]4].

S druge strane, zbog neprekidnosti preslikavanja 7 vrijedi

= (0] <[4].

m(4)] =4

Znaci, ,tj. (#H,7) je vjerna reprezentacija. [

Posljednji dio ovog poglavlja posveticemo egzistenciji tzv.
ireducibilnih reprezentacija 1 karakterizaciji ovih reprezentacija pomocu
stanja.

Definicija 1.27. Za skup M ogranicenih operatora na Hilbertovom
prostoru H  kazemo da je ireducibilan ako su jedini zatvoreni
podprostori prostora H , invarijantni u odnosu na djelovanje
operatora iz M, trivijalni podprostori {0} i H.

Reprezentacija (#Hr) C*-algebre A naziva se ireducibilnom ako je
skup n(A) ireducibilan na

Definicija 1.28. Stanje © nad nekom C*-algebrom A naziva se
cisto stanje ako su jedini pozitivni linearni funkcionali majorizirani sa
@ funkcionali oblika Aw, 0 <A <1.

Skup Cistih stanja oznacavamo sa P .

Pojmovi Cistog stanja 1 ireducibilne reprezentacije povazane sa @ su
usko povezani $to pokazuje naredna teorema.
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Teorema 1.29. Neka je o stanje nad C*-algebrom A i (Hg, 7t €2y)

ciklicka reprezentacija povezana sa . Tada su sljedeci uslovi su
ekvivalentni:

(1)  (Hyry) je ireducibilna reprezentacija;
(2) o je cisto stanje.
Pored toga, postoji 1-1 korespodencija
wr(A) = (T, 7,(A4)€y,)

izmedu pozitivnih funkcionala wr nad A majoriziranih sa @ i
pozitivnih operatora T u komutantu r,” od m, za koje je HT HSI.

Dokaz. (1)=(2) Pretpostavimo da uslov (2) nije zadovoljen. Tada
postoji pozitivan funkcional p koji nije viSekratnik stanja o takav da
je

P(A*A) < (A*A) zasve AeA.
Primjenom nejednakosti Cauchy-Schwarza dobijamo

IP(B*4) < p(B*B)-p(A*4) < a(B*B)-c(4*4)
2 2
= |7, (BQ,[ |, (DS, |-

Odavde se vidi da je 7u(B)Q, x 7mn(A)2, — p(B*A) ograniCen,

seskvilinearan funkcional nad Hyx#H, 1 da postoji jedinstven
ogranicen operator 7 na H, takav da je

(to(B)20, Treo(A)€2,) = p(B*A).
Kako p nije viSekratnik stanja @, to ni operator 7 nije viSekratnik
jedinice.
Pored toga,
0 <p(A*A) = (m(A) 20, Tru(A)$2,) < (A*A)

= (T(A) Q20 wo(A)€20)
pa je, prema tome, 0 < T<1.
No,
(To(B) 20, Trto(C) 710(4)€20) = p(B*CA) = p((C*B)*4)
= (n(B)Qy, 7wo(C)T(A)€2),
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Sto zna¢i da T komutira sa m,, tj. Temn, . Dakle, uslov (1) nije
zadovoljen.

(2)=(1) Pretpostavimo da uslov (1) nije zadovoljen. Ako Tern,’
tadai T*en,, pasu T+7*i (T —T* elementi komutatora "

Prema tome, postoji hermitski element S i1z 7,” koji nije jednak
viSekratniku jedinicnog elementa. Zbog toga postoji spektralni
projektor P operatora S takavdaje 0 <P <I i Pern, .
Posmatrajmo funkcional

p(A) = (PQy mo(4)€20) .
Zbog
P(A*A) = (Pro(A)20, Pry(A)2,) =0,

ovaj funkcional je pozitivan.
Pored toga,

O(A*A) — p(A*4) = (Tu(A) R, (I-P) Tu(A) Q) >0,

Sto zna¢i da @ majorizira p. Lako je provjeriti da p nije jednak
viSekratniku stanja . Dakle, uslov (2) nije zadovoljen.

Ovim smo dokazali ekvivalenciju uslova (1) 1 (2) 1istovremeno
uspostavili korespodenciju opisanu posljednjom tvrdnjom. [
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1. TOPOLOGIJE NA L(H)

Svaka  C*-algebra moze se predstaviti pomocu algebre
ogranicenih operatora koji djeluju na Hilbertovom prostoru . Uopce,
postoje brojne neekvivalentne reprezentacije. Medutim, u bilo kojoj
fiksnoj reprezentaciji, algebra je zatvorena u uniformnoj topologiji
operatora. Detaljna  analiza strukture reprezentacije zahtjeva
proucavanje djelovanja algebre na vektore i podprostore Hilbertovog
prostora . Pri ovoj analizi prirodno je i interesantno razmatrati sve
operatore koji aproksimiraju predstavnike C*-algebre na svim
kona¢nodimenzionalnim podprostorima. To nas motiviSe da
upotpunimo algebru operatora u nekoj topologiji koja je slabija od
uniformne topologije, ali koja opet ima neku vrstu uniformnosti na
kona¢nodimenzionalnim podprostorima. Postoje razli¢ite takve
topologije, ali zatvorenje C¥*-algebre ne zavisi od izbora pojedine
topologije. Algebra dobijena tim zatvorenjem sluzi kao primjer von
Neumannove algebre.

U ovom poglavlju dat je pregled razliCitih operatorskih
topologija povezanih sa prostorom £(#{). Poznavanje osobina razli¢itih
topologija potrebno je pri izu¢avanju von Neumannovih algebri.

Sve topologije koje se razmatraju su lokalno konveksne
topologije u odnosu na strukturu vektorskog prostora £(#). To znaci da
svaka od tih topologija ima bazu okolina tacke 0 ( a time 1 svake tacke )
koja se sastoji od konveksnih skupova.

U analizi razlicitih topologija od velike pomoci je opca teorema
Hahn-Banacha za realne ili kompleksne vektorske prostore koju
navodimo bez dokaza.

Teorema 2.1. (Hahn-Banachova teorema ) Neka je X realni vektorski
prostor i p funkcija s realnim vrijednostima na X za koju vrijedi:

(1) plortw)<sp(o)tp(w), o, o €X,

2) plw)=ip(e), 120, weX.

Neka je, dalje, Y realan podprostor prostora X i f realan linearan
funkcional na Y za koji vrijedi

HD)<p(w), €Y.
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Tada f ima realnu linearnu ekstenziju F na X takvu da je

Flw)<p(w), weX.

Navedimo jo$ jednu verziju teoreme Hahn-Banacha koja koristi
osobine separabilnosti.

Teorema 2.2. (Hahn-Banachova teorema) Neka je K zatvoren
konveksan  podskup  realnog lokalno konveksnog topoloskog

Hausdorffovog vektorskog prostora. Ako wy&K tada postoji neprekidan
afini funkcional f takav da je f(wy)>1 i flw)=<1, za sve wek.

Ova verzija Hahn-Banachove teoreme moZe se izvesti iz prethodne
verzije na sljede¢i nacin. Fiksirajmo @ eK 1 definiSimo skup L sa

Lz{ w,o=0"-0',0"eK }
Zatim uvedimo p, sa

p, ()= inf{ﬂ,;l >0,1"'we L} .
Provjerimo da vrijedi:
p(otay) < p, (o) + p, (o),
p,(Aw) =Ap,(w) zal>0,
p,; (0 <1 ako i samo ako weL.
Pri tome ¢emo koristiti osobine konveksnosti 1 zatvorenosti skupa L,

kao 1 Cinjenicu da OeL. Provjerimo prvu nejednakost. Svakom
elementu @ pridruzimo skup

L,= {l >4 'w e L}.

Pretpostavimo da A €L;(®w) 1daje u >A.l1z definicije skupa L slijedi
0eL 1 L je konveksan skup, pa je peL. Pretpostavimo da je pr(w;) <
U1 p, () <A istavimo u = u+Ai

Odavde slijedi

uloel, X', el ,

_ _ A,
u 1(0)14_@2):%(‘“ 16‘)1)"';(//L la)z)-
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Kako je skup L konveksan 1 i=1—ﬂ to u'(w,+w,)el, ito

u u
znacida je p, (w;+ @) <u, paotuda slijedi prva nejednakost.

Jednakost p, (Aw) = Ap, (@ je ocigledna.

Akoje p,(w <1,onda lwelL,tj. wel.

Obratno, ako welL,to 1€{1> 0; I]a)eL}.

Kako je pi(@ infimum ovog skupa slijedi p, (@) <1.
Pored toga, ay— w’€L iotuda p, (- o) > 1.

DefiniSimo sada funkcional g na podprostoru { A(ay — @’) ; AeR }
sa

gMay— @) = Ap, (- o).

Iz Teoreme 2.1 slijedi da g ima neprekidnu linearnu ekstenziju na X
takvu da je

g(w) < p, (0. Funkcyja f(w) = g(w- @’) 1ima Zeljene osobine. [

Ovim smo pokazali da druga verzija Hahn-Banachove teoreme slijedi
iz prve verzije. Vrijedi i obratno, tj. da iz druge verzije slijedi prva. No,
izostavicemo dokaz jer nam nije od zna¢aja u nastavku.

Predimo na ispitivanje operatorskih topologija na prostoru L(H).

Jaka i o-jaka topologija. Jaku topologiju na L(#) ¢emo opisati na
sljede¢i naCin:

Ako je AypeL() tada ¢emo, za po volji odabran £ > 0 i po volji
odabrane vektore &, ...,&, posmatrati skup

def
U(Ay3E,nl,) =1 e LD ||4E, - A 8| < 6,0 =1,0n) .
Skupovi ovog oblika ¢ine bazu okolina tacke 4, u jakoj topologiji.
Kazemo da hiper-niz (mreza) {4,} u L(7{) konvergiraka ApeL(H) u
jakoj topologiji ako i samo ako za svaki vektor e vrijedi

A5 >4

Na sli¢an na¢in uvodimo o-jaku topologiju.
Ako je AoeL(H) onda za proizvoljan niz {&,} elemenata iz H takvih

da je Zén

2 o .
<+o00 1iproizvoljno &> 0, skupovi
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U(Ay;E sl sn€) = {A e L(H) D|4&, - 48| < g}

¢ine bazu c-jake topologiije na L(H).

Mozemo reci da hiper-niz operatora iz L£(#) oc-jako tezi ka AyeL(H)
ako i samo ako za svaki niz ¢&,,...,&, ... vektora iz H, takvih da

2. lE.

2 .. .
< +oo , vrijedi

o0

2

n=1

Aaén _AO§n 2_>O
tj.
' =0.

limY4,€, - 4.,
n=1

Propozicija 2.3. Jaka topologija je slabija od o-jake topologije, ali se
ove topologije podudaraju na jedinicnoj kugli £;(#). Jedinicna kugla je
potpuna u odnosu na ove topologije.

Dokaz. Pokazimo da je jaka topologija slabija od o-jake topologije.

Aa 5!1 - AO 511

Ako A,—>4, u o-jakoj topologiii, tj. ako > 50

n=1
(kada je Z <,

za svaki EeH, vrijedi

? < 4o ), tada A, — A, iu jakoj topologiji, jer tada,

[4.& - 4] 0.

Posmatrajmo sada jedinicnu kuglu £;(#). Pretpostavimo da
hiper-niz  {Aq}, Aqeli(H)  jako konvergira ka A4y, tj. da
HAa§ —A0§H—>O. Dokazimo da ovaj hiper-niz konvergira ka 4y 1 o-

jako. Uzmimo po volji niz {¢&,} vektora iz H takav da je

z ‘én ’ < 40 . Za proizvoljno odabran ¢ > (), moZze se na¢i ny = ny(g)
takav da je
2 €
el <% (*)
nzn,+1 8
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Tada imamo

ZHAagn _AOgn = ZHAaén _Aogn Tt ZHAagn _Aoéjn

nx1 n<n n>ng
)2

< A8, — A&+ (4. e

n<n, n>n,

2

+4]

S

>

Kako A, Ayg €Li(H) toje HAa

AOH <1 1dobijamo

S48, — 4l < g, - 4c + Y Re
n=l1 n<n, n>n,
RN v o TR

<2 |48, - 4g,

n<n,

&
2, €
2

Dalje, zbog jake konvergencije A, ka Ay, vrijedi
|48, — 4,

2
—0, n=12..,ny.
a

Zbog toga moZemo naci «p takav da, za sve a > qp, vrijedi

2 &
<—, Vn=12..,ny
2n,

|4.8, - 4,

Koristec¢i ovu procjenu dobijamo

2|48, - 4,

n>1

2 £ &
<—+—=¢, (VYa=aop).
D) ( 0)

Zbog proizvoljnosti & > 0 1 proizvoljnosti niza &, &, ...,

2. lE.

c-jakoj topologiji. Dakle, iz jake konvergencije slijedi o-jaka
konvergencija. Kako smo u prvom dijelu dokaza utvrdili da iz o-jake
konvergencije slijedi jaka konvergencija, zaklju€ujemo da su ove dvije
topologije na jedini¢noj kugli £,(H) ekvivalentne.

’ < 40, na osnovu prethodnog zakljucujemo da 4,—>4, u
a

Potpunost jedinicne kugle £;(#{) u odnosu na ove dvije
topologije slijedi iz potpunosti prostora H. [
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Dokazimo kako se jaka konvergencija niza operatora odnosi
prema mnozenju opreatora. Vrijedi

Jjako Jako Jako

A > A ~AB, —>B, )= A.B, > A,B, ) .
n 0 n 0 nn 00

Zaista, za e H imamo

|40Bo& — 4,8,

- H(Ao — 4, )Bof +4, (Bo - B, )5”

<|(4, = 4, XBE )+ 4, -|Bs& - B,&

A}’l

Jjako
Prvi sabirak na desnoj strani tezi nuli jer 4, — 4,. Dalje, B,{ = B¢ .

Znamo da je ograni¢enost niza {A4,} koji jako konvergira ka A,
posljedica principa uniformne ogranicenosti. To znac¢i da postoji broj
M >0 takav da je

HAn H <M (neN);
dakle,

|4,By& — 4,B,&|— 0.

Ako je Hilbertov prostor #H kona¢nodimenzionalan, onda je
preslikavanje 4 — 4 * neprekidno kako u jakoj tako i o-jakoj topologiji.
Medutim, kada je H beskonaéno-dimenzionalan prostor, preslikavanje
A —>A* nije neprekidno.

Posljednju tvrdnju ¢emo ilustrovati sljede¢im primjerom.

Neka je {&,} ortonormirana baza prostora . Posmatrajmo elemente
A, e L(H) definisane sa

A = (S )&

Tada 4, — 0 u c-jakoj topologiji, dok je s druge strane
(An*81,8) = (S1.And) = (51.51)(En. D),

An*él = én

t.

Znaci A,*&; ne tezi nuli.

Slaba i o-slaba topologija. Za svaki par vektora & neH definiSimo,
na prostoru £(#), funkcional 4 — |(§A4An)|. Oznaimo ovaj funkcional
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sa f(A). Uzmimo sada proizvoljan &> 01 kona¢no mnogo funkcionala
fbeeirfn €ELH)* 1za Age L(H) formirajmo skup

UAg; fi,.... T 8) = { Ae LOH)| |f,(A-A4y)|<&i=1.n |.

Skup U(Ao, fi,..../n, €) zovemo slaba okolina elementa A,. Familiju
svih skupova koje mozemo dobiti na opisani nafin oznacimo sa B.
Familija B, zajedno sa praznim skupom, moze biti baza neke topologije

u L(H).
Naime, L(H) = U’U Neka su, dalje, Uy = Uy, f1,....fns €0) 1

UeB
U (Ao, g1, ....2m; €1) dva skupa iz B, a By € UyNU;. Stavimo

U="UBy, f1,.../ &1, ...&m; &) (UeB),
gdje je
fi(Bo _Ao)

O<s=.rnin{80— 781_‘gj(B0_A0)‘ }

Neka je B proizvoljna tacka iz ‘U. Tada je

f,(B-B,)|<¢ (i=12..n)

g, (B-B)|<e  (j=12..m).

Odavde jeza i = 1,2,...,n
‘f;'(B_AO)‘ < ‘fi(B_Bo)‘_"‘fi(Bo _Ao)‘ <et ‘fi(Bo _Ao)‘
fi(By=4y)| = e

Ovo znaci da je BeUy, pa kako je B proizvoljan element iz ‘U, to je
Uc"Uy. Na slic¢an nacin bi se zakljucilo da je “UcU,, dakle,

U< UnUy,
Ovim smo dokazali da je B baza neke topologije u L(H). Topologija

u L(H) odredena familijom B kao bazom naziva se slaba topologija
prostora L(7H) ili L(H)*-topologija prostora L(H).

<ep- [f,(By -4 +

Neka su {&,} 1 {n,} dvanizaiz H zakoje vrijedi

Se <+ i >

n n

2
< 400,

U

39



Pregled modularne teorije Tomita-Takesaki

Tada, za 4 € L(H), vrijedi

N | =
N | =

D (&,.47,)

n

)

n

{4

S . S

<Al Tl | Sl [ <o

inducirana nova

> (€,.47,)

topologija na L(H) koju zovemo o-slaba topologija. Niz {4}
operatora iz L(7H) tezika ApeL(H) u
c-slaboj topologiji ako i samo ako

(& 4n,)-D (&, 4m,)

n n

Zbog toga je funkcionalima A+

—0.

Propozicija 2.4. o-slaba topologija je finija od slabe topologije, ali se
ove topologije podudaraju na jedinic¢noj sferi £;(#) prostora L(H).
Jedinicna sfera £;(#) je kompaktna u odnosu na ove topologije. Osim
toga, preslikavanja

A—>BA, A—>AB i A >A*

su neprekidna u o-slaboj topologiji.

Dokaz. Prva tvrdnja se dokazuje slicno Propoziciji 2.4. na osnovu
¢injenice da su funkcionali, koji indukuju c-slabu topologiju, uniformni
limesi slabo neprekidnih funkcionala. Tvrdnja o neprekidnosti

mnoZzenja je o¢igledna, dok neprekidnost preslikavanja 4 - A* slijedi
iz jednakosti

| &A% ) [=1m,A8)].

Kompaktnost jedinicne sfere £;(H) slijedi iz Propozicije 2.9. i
Alaoglu-Burbakijeve teoreme koje ¢emo dokazati u nastavku. [

Napomenimo da mnozenje operatora nije neprekidno u slaboj
topologiji ako je prostor # beskona¢nodimenzionalan, tj. ne vrijedi
implikacija

slabo slabo slabo

(A — A, AB, > B, )=( 4B, > A,B, ).
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Naime, ako uzmemo da je {e,l,cy ortonormirana baza u H , a
operator SeL(7) zadan sa
Sen = en+] ’

tada za adjungovani operator S* imamo
S *61 =() 5
S*e,s1 =€, (nenN).

Niz {S"}.env konvergiraka 0 slabo, aniz {S*'},cy konvergira ka 0
jako.

Stavimo A4, = S*', B, =S, (neN). Sada, SS* =1 povlaéi 4,B, =1
Jako slabo

Budu¢ida 4 -0, B — 0, A4,B, =1, vidimo da implikacija nije
tacna.

Slaba* topologija Banachovog prostora X*

Za proizvoljan funkcional fyeX* definiSimo okoline od f, tako Sto
¢emo za proizvoljno & >0 1 proizvoljan konacan skup elemenata
X, ....xp,€X 1formirati skupove

U(fo; X1, X &) = { f € X*| |f(x) = fo(x)|<&i=12,0n |

koji predstavljaju okoline tacke fj.

Ovako dobijeni skupovi zajedno sa praznim skupom ¢ine bazu neke
topologije na X* koju zovemo slaba* topologija ili X-topologija u
prostoru X*.

Stavljaju¢i X =L£(H) 1 X* = L(H)* dobijamo slabu* topologiju u
L(H)*.

Dokazimo ranije pomenutu teoremu Alaoglu-Burbaki.

Teorema 2.5 ( Alaoglu-Burbaki ). Ako je X Banachov prostor, a X*
njegov dualni prostor, tada je jedinicna kugla S u X* kompaktna u X-
topologiji prostora X*.

Dokaz. Za svako xeX stavimo

Co={zeC | 7< x| },

gdje je C skup kompleksnih brojeva.
C, je zatvoren krug kompleksne ravni 1, prema tome, kompaktan skup.
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Neka je sada

Y=[]¢..
xeX
pri ¢emu je skup Y snabdjeven produkt topologijom. Kako je Y
produkt kompaktnih skupova, Y je kompaktan skup. Elementi prostora
Y su funkcije p =p(x) definisane na X 1za svako xeX je p(x)eC..

Znadi, |p(x)|< Hx” za svako xeX. Svakom feS pridruzimo element

preY nasljede¢i nacin
prx) =f(x) ( VxeX).

Iz ‘ f (x)‘ < H f HHxH < Hx” zakljucujemo da funkcija ps; definisana
posljednjom jednakos$¢u, pripada Y.
Prema tome, definisali smo preslikavanje kugle S u Y. Ovo
preslikavanje je obostrano jednoznacno.
Zaista, ako je f; #f> (f1, f2€S), tada postoji xpeX takav da je
J1(xo) #f2(x0).
Prema tome, ps(xo) =f1(xo) Zf2(x0) =pp(xo), dakle, ps zpp.

Pokazimo da je ovo preslikavanje homeomorfizam kugle S,
snabdjevene slabom* topologijom, i njene slikeu Y.
Uzmimo po volji fyeS 1sliku py u Y elementa f). Neka je U(pp)
bilo koja okolina, u Y, tacke py. Pokazimo da u slaboj* topologijiu S
postoji okolina  U(fy) tatke fy, koja se, pri gore definisanom
preslikavanju preslikava u ‘U(ps). MoZemo smatrati da je
U(pp) okolina iz topoloske baze u Y. Tada postoje x;,xz,....x,€X 1
&> 0 (i=1,...,n) takvidase U(pp) sastojiod svih peY zakoje je

PGP, ()| <8 (i=12,..n),

tj. od svih peY zakoje je
Ip(x) - folx)|<e,  (i=12,..n).

Uzmimo sada skup U(fy) dat sa
UL =W,

gdje je
U(f)=1{ fes| |fx)-filx)|<e }.
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Skup U(fy) je kao presjek okolina ‘U;(fy), takoder okolina tacke fy u
slaboj* topologiji skupa S.
No, za svako feU(fy) je

f(x) = folx,)| <€ (i=12,..., n).
Odavde dobijamo

‘pf(xl.)—pﬁ) (xi)‘<8i (i=12,..., n),
Sto pokazuje da se okolina U(fy) tacke f, preslikava u U(pp). Ovim
smo dokazali neprekidnost gore definisanog preslikavanja. S obzirom

da je to 1 obostrano jednozna¢no preslikavanje Hausdorffovog prostora
S u kompaktan prostor Y, ono je i homeomorfizam.

DokaZzimo sada da je slika (u Y ) skupa S zatvoren skup u Y.
Neka ppeY lezi u zatvorenju slike skupa S. Uzmimo proizvoljne
x,yeX 1 AeC iformirajmo okolinu U(py) tacke py datu sa

UPpo)={ per| |+ -por+) <§;\p(x)—po(x>\ <§;

[P~ po ()] < =)~ py (20| < .
3

Kako py lezi u zatvorenju slike skupa S to postoji fyeS takvo da je
ppe U(pp). Odavde imamo

\pfo (X+y)—po(X+y)\ <§ :
pi ()= <
\pfo (y)—po(y)\ < %
P, ()= py(Ax) <.
ili, to je isto
\ﬁ)(X+y)—p0(X+y)\<§,

\f0<x)—p0<x>\<§,
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\fo<y)—p0(y>\<§,

£ (F) = py (A < .
Na osnovu ovih nejednakosti imamo
|26 (X) + po (D) = po(x + )| =
[{Po (¥) = £ O+ 1Py (1) = o+ fo () + £, () = po(x+p)| =
{Po ()= £+ {po (1) = £y} (x4 3) = Py (x + )] <

&

3

£ () = Py ()| +| /(3 = poD)|+| o (x + ») = py(x+ )| <§+§+ _e.

Zbog proizvoljnosti & odavde imamo

Po(x+y) = po(x) + po(y).
Slicno je
40 (x) = Py (2)| < | Mo (X) = () +]/o (Ax) = py (M) < A + &,
pa, zbog proizvoljnosti & zaklju¢ujemo da je

Po(Ax) = A po(x).

Dokazali smo da je p, linearan funkcional definisan na X. Zbog
‘po(x)‘SHxH on je i ogranien i HpOHSI. Ovo pokazuje da i py
pripada slici kugle S. Prema tome, slika kugle S je zatvoren skup u ¥
1 kako je Y kompaktan, to je 1 slika kugle S kompaktna. S obzirom da
je kugla §, snabdjevena slabom* topologijom, homeomorfna sa svojom

slikom u Y, zakljuCujemo da je § kompaktan skup u slaboj*
topologiji. []

DefiniSimo sada pojmove nuklearnog operatora 1 traga
nuklearnog operatora.

Definicija 2.6. Neka su X i Y separabilni Hilbertovi prostori.

Operator T: X —>Y je nuklearan ako postoje prebrojivi sistemi {a,! u
X i {by} u Y takvida je
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Tx =) (x,a,)b, , xeX (1)

2

n

a

b, | < 400 )

s timda red u (1) jako konvergira.

Nuklearni operator 7' moze imati viSe prikaza oblika (1) s tim da
vrijedi (2).

Primjetimo da je nuklearni operator 7: X — Y ograniCen. Zaista,
uzmimo da je nuklearni operator 7:X — Y zadansa (1) 1 (2) i
stavimo

al’l bl’l

.

V=¥

Tada je

b

PN CEAZAEDY o N AR A EDI CEREAE

pa se, prema (2) dobija HTxHSM Hx” Dakle, T je ograniCen operator.

Stavimo

an

b}’l

5

| =int 3.
pri ¢emu se infimum uzima po svim rastavima (1) za koje vrijedi (2).
Vrijedi sljedeca propozicija.

Propozicija 2.7. Skup svih nuklearnih operatora sa X u Y je
podprostor od X, Y). Sa T — ‘HT m zadana je norma na tom prostoru,

koju zovemo nuklearna norma.
Dokaz. Ako je A skalar i

Tx=Y (x.a,)b, , 2l b, < +o0 (3)

Tx=>Y(x,c,)d, D llenlld,.] < +o (4)

tada je
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(AT +T")x =) (x,a,)Ab, + D (x,c,)d,, ,
tj. operator AT+T7” je oblika (1). Nadalje,
Zn: a, + ;Hcm‘
paje AT+T’ inuklearan operator. Pored toga je

<2 + 2 leulld |

za sve sisteme {a,}, {b,}, za koje vrijedi (3) 1 sve sisteme {cn},
{dn}, za koje vrijedi (4). Uzimaju¢i u posljednjoj nejednakosti
infimum po svim sistemima {a,} 1 {b,} dobijamo

7+ Slealla,

pa odavde, kada uzmemo infimum, po sistemima {c,}, {dn}, proizilazi

Ab,

dm

< +00

H\T+T'

a n bn

|7 +7 <

5

‘HT+T’ < 7. o

diks

Prostor nuklearnih operatora nad Hilbertovim prostorom H
oznacavamo sa T(H).

Pokazuje se da vrijedi: ako je AeT(H) 1 BeL(H) tada je
proizvod BA nuklearan operator.

Naime, ako je 4 nuklearan operator, tada je

(BA)(x) =D (x,a,)Bb,

2

n

a,llBb, a,lb,|l <+,

<[81>

odakle slijedi da je BA nuklearan operator.

Iz funkcionalne analize je poznato da za  Te7(H) postoje
ortonormirani sistemi {e,} i {f,} u FH 1ipozitivni brojevi s, takvida je

Tx:ZSn(x,en)fn , (xeH).
Prostor 7{#{) je potpun u odnosu na normu HHH :

Prisjetimo se definicije traga operatora 7' £L(7H) kada je dimH < oo.
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Ako je ey, ...,e, ortonormirana bazau 7, tada se pomocu formula

Te, =) tye, (i=1,...n)
k=1

operatoru 7' pridruzuje matrica ( ;). Trag te matrice je
tip ot ...t = (TeI,eI) + (Teg,eg) + ...+ (Ten,en) .
Ako su {ej,....es} 1 {e;’...,e,’} dvije ortonormirane baze u # , tada
je
Z(Teivei) = Z(Te,.' ,e;)
i=1 i=1

1 na osnovu te ¢injenice trag operatora 7 definiSemo formulom

i/

TrT:Z(Tei,e )
i=1

gdje je {ey,...,e,} bilo koja ortonormirana baza u #.

U slu¢aju beskonaénodimenzionalnog prostora i nuklearnog operatora,
trag operatora se definiSe generalizacijom posljednje formule.

Definicija 2.8. Ako je Te/(#) nuklearan operator i {e,} bilo koja
ortonormirana baza u 7, onda se broj

IrT = Z(Ten,en)

naziva trag operatora T.

Propozicija 2.9. Trag T+ TrT je neprekidan linearan funkcional na

-

prostoru nuklearnih operatora (7{#4),

Dokaz. Linearnost funkcionala 7T+ TrT slijedi iz

Tr(A+2B)=) ((A+AB)e,.e,)=> (de,.e,)+ 1> (Be,.e,) = TrA+ ATrB

za A, BeT(#H) 1svaki skalar A.
Ako je TeT(H) datsa Tx= an (x,e,)f,, tadaje
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>

‘TFT‘:‘ Z(Ten,en) ‘:‘ an(fn,en) ‘San :mT

Sto znaci da je funkcional T+ TrT neprekidan. []

Sljede¢om propozicijom se pokazuje da je prostor T(H)* , dual
prostora  T(H), izometricki izomorfan sa L(H) 1 da je slaba*
topologija na T(H)* = L(7) isto §Stoi o-slaba topologija.

Propozicija 2.10. Neka je Tr trag na L(H) ineka je 7(#) Banachov
prostor nuklearnih operatora na # snabdjeven nuklearnom normom.

Tada je £(H) dual T(H)* prostora 7(#H) Slaba* topologija na L(H)

koja proizilazi iz ove dualnosti je u stvari, o-slaba topologija.

Dokaz. Neka je AeL(#H). Tada je AT nuklearni operator i funkcional
AT — Tr(AT) je neprekidan. Iz nejednakosti

[7r(AT)| < ||aT]] <|4]-||7]
slijedi da je L(#{) podprostor prostora T(H)*. Obratno, neka je

weT(H)* 1 posmatrajmo operator E,, ranga jedan definisan za
vektore ¢,weH jednakoséu

Eowx =0 (v .
Za operator E,, vrijedi E,, =E,, i E, E,, :Ht//Hqu),(p.
Dakle,
1
[0 =7, )7 =l ol
Dalje slijedi

(B, )| <[e]-lo]- 1.

Zbog toga, prema Rieszovoj teoremi o reprezentaciji bilinearnog
, tako da

funkcionala, postoji operator AeL(7H), za koji je HAH SHCO
vrijedi
Eey) = (Ao y).

Posmatrajmo funkcional ay € T(H)* , definisan sa  an(7T) = Tr(AT).
Tada je
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w,(E,,)=Tr(4AE,,) =D (AE, e..e,) =D (Ap(y.e,).¢,) =
- Z(Ago’ek)(l//aek) =(Ao,y) :a)(EW/,) .

Sada, za bilo koji T'e7(#H), postoje ogranieni nizovi {¢,} 1 {w,} i
niz kompleksnih brojeva {s,} takav da Z <+oo 1

r'= ZSHE(pn9V/n )

Posljednji red konvergira u odnosu na nuklearnu normu i otuda je

o(T)=Ys,0(E, , )= s,0,(E, , )=wyT)=Tr(AT) .

S}’l

Znaci, L(#H) je dual prostora T(H).
Slaba* topologija koja proizilazi iz ove dualnosti inducirana je

funkcionalima

Ae L(H) = |Tr(AT)| .

Za T=) s,E, , dobijamo

Tr(AT) = anTr(AE%% ) :an (Ao, v,) .

Dakle, pomenutim funkcionalima inducira se o-slaba topologija. []
Definicija 2.11. Prostor o-slabo neprekidnih linearnih funkcionala na
prostoru L(#) naziva se predual prostora L(#) i oznacava sa Li.(#).

Primjetimo da se L.(#{) moze kanonski identifikovati sa T(#) ida je
£(~7‘D =L (-7"0*

Jaka* i o-jaka topologija. Ove topologije se definiSu pomocu
funkcionala (polunormi) oblika

A |4g]+]4*¢]

A Sae P+ Saxe )k

S

2
< +00.

respektivno, gdje je Z

n
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Osnovna razlika izmedu jake* i jake topologije je u tome da je
preslikavanje A4+ A* neprekidno u jakoj* topologiji, ali nije
neprekidno u jakoj topologiji.

Sljedec¢a propozicija dokazuje se na isti nac¢in kao u slu¢aju jake
topologije, pa ¢emo dokaz izostaviti u ovom slucaju.

Propozicija 2.12. o-jaka™ topologija finija je od jake* topologije, ali
se ove topologije podudaraju na jedinicnoj sferi L£;(#)  prostora
L(H)  MnoZenje  (A4,B)> AB sa Ly(H)xL(H)- LIFH) je

neprekidno u ovim topologijama. Ako je H  beskonacnodimenzionalan
onda mnozenje sa L(H)x L(H )+ L(H) nije neprekidno.

Odnos izmedu pomenutih topologija moze se predstaviti na
sljede¢i naCin:

uniformna < o-jaka* < o-jaka < o-slaba
A A A
jaka < jaka < slaba

Oznaku “ < 7 ¢itamo “finija od“. U slucaju kada je  H

beskona¢nodimenzionalan prostor, oznaka “ <> znaci “strogo finija
od”.

Napomenimo da o-jaka*, c-jaka i c-slaba topologija dopustaju
iste neprekidne linearne funkcionale. Isto vrijedi 1 za jaku*, jaku 1 slabu
topologiju. S obzirom da je dokaz isti za obje tvrdnje, dokazac¢emo
samo prvu.

Propozicija 2.13. Svaki o-jako* neprekidni linearni funkcional @ na
L(H) je o-slabo neprekidan, dakle pripada £.(#) iima oblik

o(A)= (&,.A4n,).

gd].eje Z gn

n

< 4o, ZH’MF < 40,
n

Dokaz. Pretpostavimo da je @ o-jako* neprekidan funkcional na
L(H). Tada postoji niz {&,} iz H takav da je Z <

2)]%‘

2 .
<400 1

y|are,

w()<[ Y(l4¢,

n>1
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~ w JR—

Stavimo H = © H,, gdje je Hy=H za n=12,... 1 Hy=H
n=1

konjugovani Hilbertov prostor prostora H za n =-1,-2,.... Napomenimo

da je za &eH, sa & oznaCen odgovarajuéi vektor iz H. Struktura

Hilbertovog prostora # definisana je sa

E+i=E+n,
AE =€,
&) =1.8).

Element prostora 7 ima oblik 5 = {...,5_2,5_1,51,52,...}.
Za svaki ﬁz{ n.,.n,;m=12,.. }e}N[ i1 AeL(H) definiSemo

Zﬁ:{ A*n  ,An, m=12,.. }

Tada je A ogranicen operator na 7, tj. Ae L),

4] =]4].
Preslikavanje A4+ A je linearno. Iz nejednakosti za @ slijedi da je
preslikavanje A 5 > w(A) ograniCen linearan funkcional na prostoru

{25 ;Ae L(H) } Rieszova teorema o reprezentaciji bilinearnog

funkcionala osigurava egzistenciju vektora 177 € H takvog da vrijedi
o(4)=(7,48) = [0,.4E)+ (.. 4n.,)].
n=1
Odavde zaklju¢ujemo da je @ o-slabo neprekidan funkcional. [

Prethodne propozicije vode do sljedece teoreme.

Teorema 2.14. Neka je K konveksan podskup prostora L(H) i £.(#)
kugla radijusa v u £L(H). Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne

(1) K je o-slabo zatvoren,

(2) K je o-jako zatvoren,

(3) K je o-jako* zatvoren;

(4) KNL,(H) je slabo (otuda o-slabo ) zatvoren za sve r > 0;
(5) KnNL,(H) jejako (otuda o-jako ) zatvoren za sve r > 0;
(6) KNL,(H) jejako* (otuda o-jako™ ) zatvoren za sve r > 0.
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Dokaz. Ekvivalencija (1)<>(4) slijedi iz Cinjenice da je L(H) dual
prostora L.(#) ite Banachove teoreme. Implikacije (4)=(5)=(6) i
(1)=(2)=(3) su trivijalne.

Kako je K m Li(H) konveksan za sve r, implikacije (3)=(1) i
(6)=(4) slijede iz Propozicije 2.13. [

Mackeyeva topologija. Neka su X 1 Y vektorski prostori nad poljem C
ineka je Kc¥ o(Y,X)-kompaktan konveksan skup. Znamo da se svako
xeX moze smatrati o(Y,X)-neprekidnim funkcionalom na Y, tj. svaki
xeX se moze identifikovati sa funkcionalom g, na Y, gdje je

&) = B(x,y) (VyeY).

Ako funkcional g, posmatramo na skupu K, onda je to o(Y,X)-
neprekidna funkcija definisana na o(Y,X)-kompaktnom skupu K. Zbog
toga je ta funkcija ograni¢ena na K. Postoji, dakle, konacan supremum

sup | g«(y)| .

yek

Sada, stavimo

HXHK: sup | g«(y)| = sup | Bx,y)! .
yek yek

Lako se provjerava da je ovim zadana polunorma na X. Mijenjaju¢i K
na sve moguce nacine, ali tako da K ostane konveksan i o(Y,X)-
kompaktan, dobijamo familiju polunormi. Tom familijom je odredena
tzv. Mackeyeva topologija na X koja se oznacava sa t(X,Y). Sli¢no se
uvodi 1 Mackeyeva topologija t(Y,X) na Y.

Mackeyeva topologija t(X,Y) (odnosno t(Y,X)) je najjaca od svih
lokalno konveksnih topologija t na X (odnosno na Y) za koje vrijedi

Xo9*=Y (odnosno (Y,7)* =X).

Prema tome, imamo:

(a) ako je na X (odnosno na Y ) zadana 1t(X,Y) (odnosno 7t(Y,X))
topologija onda je funkcional fe X* (odnosno geY*) t(X,Y)-neprekidan
(odnosno t(X, Y)-neprekidan) ako postoji yeY (odnosno xeX) takav
da je

=5 (odnosno g =g,),
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tj. ako 1 samo ako vrijedi

) =fx) = B(x.y) (vxeX)
(odnosno  g(y) = g«(y) = B(x.y) (VyeY)).

Iz definicije (X, Y)-topologije na X vidimo da hiperniz {x,}, x,eX
konvergirau t(X,Y) topologijika xpeX ako isamo ako vrijedi
[, —x,]—>0
za svaki konveksan o(Y,X)-kompaktan skup KcY.
Znaci, x, —a>x0 u odnosu na t(X Y) topologiju, ako i samo ako za

svaki konveksan i o(Y,X)-kompaktan skup K vrijedi

sup |gy(xOL —Xo)| = sup |B(Xa —Xo,y)| —> 0.

yek yek
No, ovo znaci da
a
g(Xa —Xx9) = B(xXq—x0y)—> 0

1 to ravnomjerno u odnosu na y na svakom konveksnom o(Y,X)-
kompaktnom skupu KcY. Zbog toga se za t(X,Y) topologiju na X
kaZze da je to topologija ravnomjerne konvergencije na svim o(Y,X)-
kompaktnim konveksnim skupovima iz Y.
Sli¢no vrijediiza t(Y,X) topologiju na Y.

(b) ako uzmemo bilo koju lokalno konveksnu topologiju t na X koja
je jaca od t(Y,X) topologije, tada postoji bar jedan neprekidan
funkcional f na X za kojeg se ne moze na¢i yeY za kojeg vrijedi

fx) =fyx) =Bxy)  (VxeX).
Tada je
X9* > (X, (X Y)*

Sli¢no se dokazuje 1za t(Y,X) topologijuna Y.

o
Na kraju napomenimo sljedece: posto x, —>x, u odnosu na

o(X Y)-topologiju na X, ako i samo ako za svako yeY

Fi) > S,

tj. za svaku tacku yeY
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B(xay) > B(xoy),

kaze se da je o(X,Y)-topologija na X topologija obi¢ne konvergencije
ili konvergencije po tackama.
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2.2. DEFINICIJA 1 OSNOVNE OSOBINE VON
NEUMANNOVIH ALGEBRI

Neka je 4 Hilbertov prostor. Za proizvoljan podskup M
prostora L(H) sa M’ ozna¢imo njegov komutant, tj. skup svih
ograniCenih operatora na # koji komutiraju sa svakim operatorom iz
M. Jasno je da je M’ Banachova algebra operatora koja sadrzi jedinicu
I. Ako je M autoadjungovan skup onda je M’ C*-algebra operatora
na H, zatvorena u odnosu na sve lokalno konveksne topologije
definisane u prethodnom poglavlju. Jasno je da vrijedi

Mc M =M =MD =
M =M =M =M =

Definicija 2.15. Von Neumannova algebra na prostoru H je *-
podalgebra M prostora L(H) takva da je

M=M".

Centar Z(M) von Neumannove algebre definise se sa

Z(M)= MM
Von Neumannova algebra naziva se faktorskom ako ima trivijalan
centar, tj. ako je Z(M)= CL

Ako je podskup S prostora £(H) invarijantan u odnosu na operaciju *,
tada je dvostruki komutator S” od S, najmanja von Neumannova
algebra koja sadrzi S inaziva se von Neumannova algebra generisana
skupom S.

U nastavku ¢emo navesti neke elementarne Cinjenice u vezi sa
von Neumannovim algebrama.

Neka je 4 hermitski element u von Neumannovoj algebri M.
Ako neki operator komutira sa A, on komutira i sa svim spektralnim
projekcijama operatora A, pa i njegove spektralne projekcije leze u M.
S obzirom da se A4 moZe aproksimirati u normi pomocu linearnih
kombinacija spektralnih projekcija 1 da je svaki element iz M linearna
A+A* A-A*
+1
2i
to projekcije u M razapinju gust u normi podprostor prostora M.

kombinacija dva hermitska operatora, A4 =

>
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Iz Cinjenice da svaki element iz C*-algebre sa jedinicom moZemo
prikazati kao linearnu kombinaciju Cetiri unitarna elementa, slijedi da

element AeL(H) leziu M ako i samo ako je VAV* = A za sve
unitarne elemente VeM'.

Otuda, ako je A=U|A| polarna dekompozicija elementa 4 €M, tada za
bilo koji unitarni element VeM’ vrijedi

VUV*V|A|V* = VU|A|V* = VAV* = 4 = U]A|.
Odavde i iz jedinstvenosti polarne dekompozicije dobijamo
yuv*=U , V|A|V*=|A|.
Dakle, UeM, |AleM.

Sli¢no bi se pokazalo da, u slucaju kada je {4,} rastu¢a mreza
pozitivnih operatora iz M, s najmanjom gornjom granicom AeL(H); ,
za bilo koji unitarni element VeM 1 mreza {VA,V*}={4,} ima
najmanju gornju granicu VAV* Dakle, A = VAV* 1 AeM.

Primjetimo da je svaki dvostrani ideal von Neumannove algebre
hermitski.

Naime, ako je M; dvostrani ideal von Neumannove algebre M nad
Hilbertovim prostorom H i AeM; za koji je A=U|A| polarna
dekompozicija elementa A4, tadaiz A=U|A| slijedi

A* = (U|A|)* = |A|*U* = |A|U* (jer je |A| hermitski ).
Prema tome, A* = [4|U* € M,.
Definicija 2.16. Ako je M podskup prostora L(H), a 2 podskup
prostora H, onda sa [MQ] oznacavamo zatvorenje linearnog

omotaca elemenata oblika A&, gdje je AeM Q. [MQ] oznacava
takoder ortogonalnu projekciju na [MC()].

Neku *-podalgebru Ac £(#) nazivamo nedegenerisanom ako je
[AH] = H.

Ako A < L(H) sadrzi jedinicu I, onda je A automatski
nedegenerisana.

Posmatrajmo sada prebrojivu sumu kopija prostora H :
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57:@5{” , ukojojje H=H, zasvako n.

n=1

Ako je AeL({) mozemo definisati operator 7(4) na sljedeci na¢in
n(A®E, =48, ).

Preslikavanje 7 : A — n(4) prostora L(H) u L(ﬁ ) je izomorfizam.
Preciznije, 7 je *-izomorfizam prostora L(#) u neku podalgebru
prostora £(5-N[ ).

Lema 2.17. Za bilo koji podskup A prostora L(H) vrijedi
n(A)' =x(A").

Dokaz. Neka je E, ortogonalna projekcija sa H = @H, na H, =3

n=1

Jasno je da Be£(H ) lezi u m(A) ako isamo ako E,BE, €A’ za
sve n, m. Otuda, Ce£(5-[ ) leziu n(A)" ako isamo ako C komutira

sa svakim FE, 1 E,CE, je fiksan element u A", tj. ako 1 samo ako
Cen(A"). 0

Lema 2.18. Ako je M nedegenerisana *-algebra operatora na
Hilbertovom prostoru # onda & pripada [ME] za svako EeFH

Dokaz. Nekaje P=[ME]. Tada je
MP = PMP zasve MeM.

To znaci da je podprostor [ME] invarijantan u odnosu na sve MeM.
Konjugovanjem dobijamo

PM* = PM*P  zasve M*eM.
Kako je M samoadjungovan skup, zaklju¢ujemo da je
MP = PM = PMP zasve MeM,
tj. PeM’.
Ako stavimo &'=P&E 1 £"= (I— P)¢&, dobicemo &= E+E&7

Kako je [ME&] invarijantno u odnosu na *-algebru M isto vrijedi 1 za
ortogonalni komplement od [ME&]. Otuda iz relacije
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AE+AE = AE € [ME]
slijedi A5"=0 zasve AeM.

Za svaki vektor oblika

n= ZA,-@ s Aiema (*)

vrijedi (E71) =0, jer je
(&°n) = (é",ZAié)=Z(A§"»§i)=2(0,é)=0-

Uzmimo proizvoljan vektor ne# i niz n; oblika (*) za koji vrijedi
n; — n. Tada je

(¢7m) = (&7 limn,) =lim(&"n,) = 0,

Sto zna¢i da mora biti £”= 0. Prema tome, &= &"e [ME]. [

Lema 2.19. Neka je M nedegenerisana *-algebra operatora na
Hilbertovom prostoru #. Tada za svaki & €e#H AeM” i & > 0
postoji element BeM takav da je

l(4-B)|<e.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da je [ME] =[M"E].

Neka je P ortogonalna projekcija na [!ME]. Tada je, prema prethodnoj
lemi, PeM’, pa P komutira sa svakim operatorom iz M ". Znaci
[ME] je invarijantan u odnosu na M". Prema Lemi 2.18. je &e[M{E],
Sto povla¢i M"Ec [ME] 1 [(M"E] < [ME]. O

Sada mozemo dokazati teoremu von Neumanna o bikomutanti
koja je od velikog znacaja u sveukupnoj teoriji algebri operatora.

Teorema 2.20. ( Teorema o bikomutanti ) Neka je A nedegenerisana
*-algebra operatora na #H a A; jedinicna kugla u A .Tada su
sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(1) Aa"=A4,
(2) (resp. (2a)) A (resp. A;) je slabo zatvorena,
(3) (resp. (3a)) A (resp. A;) je jako zatvorena;
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(4) (resp. (4a)) A (resp. A;) jejako* zatvorena;
(5) (resp. (52)) A (resp. A;) je o-slabo zatvorena;
(6) (resp. (6a)) A (resp. A;) je o-jako zatvorena;
(7) (resp. (7Ta)) A (resp. A;) je o-jako* zatvorena.

Dokaz. Ekvivalencija tvrdnji (2a), (3a), (4a), (5), (53), (6), (6a), (7),
(7a) slijedi iz Teoreme 2.14. Uslov (1) implicira ostale uslove i
2)=0C)=(A=(7).

Ostaje da se, na primjer, dokaze implikacija (6)=(1). U tu svrhu
posmatrajmo prebrojivu sumu kopija prostora 7 : H = @ H,, ukojoj

n=1
je Hy=H, zasvako n.
Za AeL(H) defini§imo 7(4)eL(H ) sa

n(A@E, )= @48, ).

Pretpostavimo da vrijedi uslov (6). Neka 4eA” i nekaje {&} nizu
H takav da je Z <, ? < +o0. Tada @& e . S obzirom da je A

nedegenerisana algebra, to je 1 7(A) nedegenerisana. Osim toga, prema
Lemi 2.17. je 7n(A4)en(A)”". Sada mozemo primjeniti Lemu 2.19, u
kojoj ¢emo A zamijenitisa 7(4), M=m(A) i &=@¢ . Otuda postoji

element Be A takav da je

2]1
29

e > (w) - =B = Y4 B,

pa A mora pripadati 6-jakom zatvorenju algebre A. Dakle, A€ A 1
A'cA. [

Korolar 2.21. ( von Neumannova teorema o gustini ) Neka je A
nedegenerisana *-algebra operatora koja djeluje na Hilbertovom
prostoru H. Tadaje A gust u A" u slaboj, jakoj, jakoj*, o-slaboj, o-
Jjakoj i o-jakoj* topologiji.

Dokaz. Ako je A zatvorenje algebre A u bilo kojoj od navedenih
topologija, tada je A'= A’ iotuda A"= A" Osim toga, iz Teoreme
2.20. slijedi A=A". [
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Dokaza¢emo jo$ jednu koristnu teoremu.

Teorema 2.22. ( Teorema Kaplanskog o gustini ) Ako je A *-algebra
operatora na Hilbertovom prostoru #, onda je jedinicna kugla iz A
o-jako™ gusta u jedinicnoj kugli slabog zatvorenja od A

Dokaz. Neka je M slabo zatvorenje algebre A, A, i M, jedinicne
kugleu A i M, respektivno i za podskup N prostora £L(7), ozna¢imo
sa N skup hermitskih (autoadjungovanih) elemenata iz . Jedini¢na
kugla A, je ocCito gusta u normi u jedini¢noj kugli uniformnog
zatvorenja algebre A, pa mozemo pretpostaviti da je /A C*-algebra.

S obzirom da je o-jaka* topologija jata od o-jake topologije, to je
zatvorenje algebre A u o-jakoj* topologiji podskup zatvorenja algebre
A u c-jakoj topologiji.

Prema teoremi o bikomutanti o-jako* zatvorenje od A je gusto u
skupu M, tj. M je podskup c-jakom™ zatvorenju skupa A. Tada je M
podskup i o-jakom zatvorenju skupa A, pa je 1 o-jako zatvorenje skupa
A gustou M. Otuda je 1 A,, o-jako gust u M,,.

Posmatrajmo realnu funkciju

24
1+2%

f(A)=
Ova funkcija strogo raste od —1 do 1 na intervalu [-1,1] 1 1ima rang
[-1,1]. DefinisSimo funkciju f: L(H)e —>L(H)s, sa
f(4) = 241+4°)" .

Za ma koju C*-podalgebru B cL(#), funkcija f preslikava Bs, u
Bisa.

Dokazimo da je f bijekcija sa Bjs, na Bjs,. Neka je BeBig, . Tada je
HBH <1, tako da je spektar operatora B sadrzan u [-1,1]. Operator B

mozemo napisati u obliku

Bx = j.ﬂdElx ,
-1

gdje je E, spektralna familija operatora B. Uzmimo sada operator A
definisan sa
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1
Ax:I#dEﬂx (xeH).

N2
Tada, koriste¢i jednakost

S(Dg(A)x=[ f(A)gA)E,x
dobijamo

A

2 | ?
B- A2—2A+B =B dE,x—2 —dE X+ Bx=
( ‘[(H Ne AJ _I11+\/1 2

(2

2
jsz j( I/IZJdEx 2_11 dex+JMEx—

1 2 Y A
A—2 | o2 L alE x.
[[ (1+\/1—/12j 1+41-22 } ’

Lako se provjerava da je posljednji integral jednak 0. Znaci

BA’-24+B =0,
tj.
B(A? +1) = 2A.

Operator (I+A°) ima ogranien inverz pa je B = 24(I+A°)", §to znagi
da je preslikavanje 4 — f(4) = 2A(I+A°)" preslikavanje na Bi.

Pokazimo da je f(4) o-jako neprekidna funkcija. Za A,BeL(H)
dobijamo

S () ~fB)] = AT+ - BA+BY) =
= (I+A4°)" [A(I+B’) — (I+A°)B ] (I+B°)”
= (I+A4°)" [ (A-B)+A(B-A)B ] (I+B°)"

= (I+A4°)" (4-B) (I+B°)"'+ (I+A%)'4(B—-4)B(I+B°>)"
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— (@+4)" (4-B) (I+BY" + if(A) (B-A)f(B).,

Sto povlaci o-jaku neprekidnost funkcije f. Iz o-jake neprekidnosti
funkcije f slijedida je Ay =f(Asa) o-jako gustu Mg = AMs,).

Da bismo kompletirali dokaz, posmatrajmo Hilbertov prostor
H =H @®H . Svaki operator Ae L(FH) moZemo predstaviti pomocu
2x2 matrice (4;), i,j=1,2. Ozna¢imo sa A (respektivno ‘M ) operatore
u £(5-[ ), takve da A;;€ A, i,j=1,2 (respektivno A;eM). Jasno je da su
A i M *-algebre na H idaje A slabo gustu M.

Odaberimo sada BeM takvo da je HBH <1 idefini§imo B eM sa

-~ (0 B
B= .

Tada je B*=B i HEH <1. Prema prvom dijelu dokaza postoje

operatori

Z [All A12

= EJZNI, gd_]C]C A12:A21*,
AZ] 1422\J 1

takvida A konvergira c-jako ka B.Tada A, konvergira c-jako ka
B 1 A;;* =A,; konvergira 6-jako ka B*. Prema tome, 4;, konvergira

c-jako* ka B. Uz to vrijedi HAQHSHZHSI. 0
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2.3. NORMALNA STANJA I PREDUAL

Ako je u o-kona¢na mjera, onda je L(du) von Neumannova
algebra operatora mnoZenja na Hilbertovom prostoru L’(du). Prostor
L7(dw) je dual prostora L'(dy). Medutim, L'(du) je zatvoren u normi
podprostor duala L”(dw)* prostora L*(du).

U ovom poglavlju, izabratemo podskup analogan dualu von
Neumannove algebre M, koji se naziva predual, i prouciti njegove
osobine.

Definicija 2.23. Predual von Neumannove algebre M je prostor svih
o-slabo neprekidnih linearnih funkcionala na M i oznacavamo sa M

Primjetimo da smo ovu definiciju ve¢ dali u specijalnom
sluc¢aju, kada je M=L(H). Ako je @ priozvoljan funkcional na M,
koji je neprekidan u odnosu na bilo koju lokalno konveksnu topologiju
induciranu pomocu L(#), tada prema Hahn-Banachovoj teoremi, @
mozemo produziti da neprekidnog linearnog funkcionala na L(H).
Prema Propoziciji 2.13, mozZe se o-slabo neprekidan funkcional, u
Definiciji 2.23, zamijeniti sa o-jako* neprekidnim funkcionalom. Osim
toga, svi su elementi we M. oblika

o(A)=(,.41n,)

gdieje D& <40 i >

2
< 400,

Up

Propozicija 2.24. Predual M. von Neumannove algebre M je
Banachov prostor u normi prostora M* i M i M. cine dualan par
prostora u odnosu na bilinearnu formu

Mx My 3 (A, @) —> &(A) .

Dokaz. Ozna¢imo sa M" elemente iz L.(H) koji su ortogonalni na
M. Kako je ‘M o-slabo zatvoren podprostor prostora L(H), to je M
= M*". Dalje, Hahn-Banachova teorema nam osigurava da proizvoljan
element iz M. mozemo produziti do L.(#). Uz to, bilo koji element u
Li(H) definise element u M. pomocu restrikcije. Otuda se M. moze
kanonski identifikovati sa Banachovim prostorom L£./M". S obzirom da
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je L(H) dual prostora L.(H), ( prema Propoziciji 2.9. ), to je M dual
prostora LJ/M". [

Propozicija 2.24. tvrdi da je svaka von Neumannova algebra
dual Banachovog prostora. Interesantno je primjetiti da nam ovo moze
posluziti kao apstraktna definicija von Neumannove algebre:

Teorema ( Sakai ) C*- algebra A je *-izomorfna sa nekom von
Neumannovom algebrom ako i samo ako je A dual Banachovog
prostora.

Dokaz ove teoreme izostavljamo jer nam u nastavku nije potreban.
Predimo sad na karakterizaciju pozitivnih funkcionala u M. .

Lema 2.25. Neka je {A,} rastu¢a mreza u £(#). s gornjom granicom u
L(H).. Tada {A,} ima najmanju gornju granicu A i mreza konvergira
o-jako ka A.

Dokaz. Neka je R, slabo zatvorenje skupa elemenata Az gdje je
[>a. Kako je jedini¢na kugla £(7), slabo kompaktna, postoji element
Au ﬂ’.Ra .Zasve A, skup operatora BeL(H).,takvihda B >4, je

slabo zatvoren 1sadrzi R,, dakle, 4 >A4,.

Znaci, A majorizira {4,} 1 lezi u slabom zatvorenju od {A4,}. Ako je
B drugi operator koji majorizira {4,} onda B majorizira i slabo
zatvorenje od {A4,}. Takoje B >A4 1 A je najmanja gornja granica
mreze {A,}. Kona¢no, ako e, onda je

2

4= 4,)eF sla=4,1-(4-4,)5¢

<|4]-(€.(4~ 4,)¢)->0.

S obzirom da se jaka i 6-jaka topologija podudaraju na jedini¢noj kugli
L(H),, iz gornje relacije slijedi tvrdnja leme. [

Definicija 2.26. Neka je M von Neumannova algebra i @ pozitivan
linearan funkcional na M. Ako je

64



Pregled modularne teorije Tomita-Takesaki

w(@Aa )- limo(4,)

za sve rastuce mreze {A.} u M., koje imaju gornju granicu, onda
nazivamo normalnim funkcionalom.

Teorema 2.27. Neka je o stanje na von Neumannovoj algebri M koja
djeluje na Hilbertovom prostoru #. Tada su sljedeci uslovi su
ekvivalentni:

(1)  je normalno stanje,
(2)  je o-slabo neprekidan,
(3) postoji matrica gustine p, tj. pozitivan nuklearan operator

p na Hsa Tr(p)=1, takavda o(A) = Tr(pA).
Dokaz. (3)=(2) slijedi iz Propozicije 2.9.

(2)=(1) slijedi iz Leme 2.25.

(2)=(3) Ako je o o-slabo neprekidan funkcional onda postoje nizovi
{&) 1 {m.} vektora takvih da je

Y, < oo, >

n

2
< +00

M,

o(A)=(5,.41n,).

Defini§imo H = @® H iuvedimo reprezentaciju 7 algebre M na H

na sljede¢i nacin "
4@y, )= e(4y,).
Neka je & = C—an , N =€L—)nn . Tada je
o(4) = (& 7(4) 1)
Kako je w(4) realan za sve 4eM,, dobijamo
4a(4) = 2(cm(A)n) + 2(5, 7(4%)n)

= 2(cm(A)n) + 2(n,m(4)g)
= (stna(A)(stn) = (&-n,2(A)(5-n)<
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<(ctnaA)(ctn).

Prema Teoremi 1.29. znamo da postoji pozitivan Tem(AM )’ takav da

je 0_<TS§ 1 da vrijedi

(& a(A)n) = (T(s+n), (4)T(c+n))
= (W, (A ).

Sada we H ima oblik y = @y, izbogtoga
a)(A) = Z(l//n’Al//n) *

Desna strana posljednje jednakosti moZe se iskoristiti da produzimo
do o-slabo neprekidnog pozitivnog linearnog funkcionala @ na L(H).
Kako je @ () = 1, @ je stanje. Prema Propoziciji 2.9, postoji
nuklearan operator p, gdje je Tr(p) = I, takav da

@ (A) = Tr(pA).
Neka je P projektor sa podru¢jem vrijednosti {&}. Tada je
(&,p) = Tr(PpP) = Tr(pP) = @ (P) 2 0.
To znaci da je p pozitivan operator.

(1)=(2) Pretpostavimo da je ® normalno stanje na M. Neka je {B.}
rastu¢a mreZa elemenata u M, takva da je HBaH <1 za sve a, 1takva

da je preslikavanje 4— w(4B.,) oc-jako neprekidno za sve a. Mozemo
iskoristiti Lemu 2.25. da definiSemo

B = limB,= o-jaki lim B, .

Tadaje 0 <B <I i BeM.Uzto, zasve AeM vrijedi

1 1 ]?

w(AB~ 4B, =|o(A(B—B,)*(B-B,)*)| <

<w(A(B-B,)A*)-w(B-B,)

<| 4 @(B-B,).

Dakle,
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lo(-B) - (-B,)|<(@(B-B,)): .

Osim toga, @ je normalan funkcional. Prema tome, o(B — By, —0 i
o(-B,) tezi ka w(-B) u normi. Kako je M. Banachov prostor, to
o(-B) eM.. Sada, primjenjujuéi Zornovu lemu, mozemo naci
maksimalan element PeM.NM, takav da je preslikavanje A — w(AP)
c-jako neprekidno. Ako je P = I, teorema je dokazana.

Pretpostavimo da je P # 1. Stavimo P’'=[— P 1izaberimo
vektor e H takavdaje o(P’) < (& P'E).
Ako je {B,} rastua mreZzau M, takva da je

By<P’, @B, >(E B,E) i B=limB,=oc-jaki lim B,,

onda BeM,, BSP' 1 (B)=sup oxBy) = sup(§ Byé) = (BE).
Zato, prema Zornovoj lemi, postoji maksimalan element Be M, takav
da je
B <P i o(B) > (& B).
Stavimo Q =P-B.
Tadaje QeM. 1 Q #0. Naime, ako bi bilo QO = 0, onda bi vrijedilo
P’ =B idalje
o(B) = o(P’) < (¢, P'9) = (g BY,
tj.
o(B) < (¢, BY. ©)

S druge strane, zbog @(By) = (& Boé) 1 (& Bol)— (& BE) imamo (&
B&) < aw(B) §to je nemoguce zbog (0).

Akoje AdeM,, A<Q, A#0,ondaje of(d) < (& AE).
Zaista, ako bibilo w(4) = (& A&), onda bi vrijedilo

ofA+B) 2 a(4) + o(B) 2 (5, A5 + (¢, BS) = (5, (A+B)9). (00)

S druge strane biimali4 <Q =P—B,tj. A+B <P’
Odavde i iz (00), zbog maksimalnosti elementa B slijedi 4+B <B.
Pored toga, zbog A >0 imali bi A+B >B. Znadi, A+B =B, tj. A =0,
Sto je u suprotnosti s pretpostavkom A =0.

Za proizvoljan AeM vrijedi
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04* 49 <|4"0* <| 4]0l -
Odavde je
04* 40 _

— <0
%nle

o QA*AQ) < (5, 0A*A09).

Kombinujuéi ove nejednakosti sa nejednakos$¢u Cauchy-Schwarza
nalazimo

| (AQ))’ < () (QA*AQ) < (£04*408) = | 40|

Tako dobijamo da su preslikavanja 4 - w(AQ) 1 A - w(A(P+Q)) o-

jako neprekidna. Kako je P+Q <1, ovo je protivrjeCno maksimalnosti
operatora P. [

Znamo da se o-slabo neprekidni linearni funkcional moze
predstaviti kao linearna kombinacija 4 o-slabo neprekidna stanja. Zato
1z Teoreme 2.27, slijedi da o-slaba topologija zavisi samo od
uredenja von Neumannove algebre, a ne od reprezentacije Hilbertovog
prostora. To dalje povla¢i da su izomorfizmi i homomorfizmi izmedu
von Neumannovih algebri automatski neprekidni u c-slaboj topologiji.
Ove zakljuke ¢emo izloZiti u vidu narednih teorema. No prije toga
¢emo dati karakterizaciju o-slabo zatvorenih ideala von Neumannove
algebre.

Propozicija 2.28. Neka je M von Neumannova algebra i I o-slabo
zatvoren dvostrani ideal u M. Tada postoji projekcija E e MM
takva da je I= MME.

Dokaz. Primjetimo prvo da je ideal I autoadjungovan. Naime, ako

operator AeI ima polarnu dekompoziciju, tj. A = U|A|, onda A*4el
1

i [dl=(4*4)*eI.

Prema tome, A* =|A|U* 1.
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Prema Lemi 2.25, postoji najveéa projekcija EeI. Ako je {E.}
aproksimativna jedinica, mozemo staviti E = c-jaki limE,. Tada je E
jedinica ideala I. Stoga, za A€M dobijamo

AE = (AE)E = E(AE) = (EA)E = E(EA) = EA.
Znaci, EeM’, odnosno EecM~M’'. [

Teorema 2.29. Neka su M i N von Neumannove algebre i © *-
homomorfizam sa M na N Tada je t© o-slabo i o-jako neprekidan
homomorfizam.

Dokaz. Neka je {4,} rastu¢a mrezau M,. DefiniSimo A4 sa

A = limA,= o-slabilim 4,,.

Tada je 1(4) = ET(A(X) = o-slabilim7(4,), jer je v preslikavanje

“na” 1 Cuva pozitivnost. Stoga, ako je @ normalno stanje na N, onda

je ot normalno stanje na M. Dokazimo da je 7 o-slabo neprekidan
homomorfizam.

Uzmimo bilo koja dva niza {&}, {m} (& mx €H) zakoje je

Z§n2<+oo, Z

n

2
< +00.

M,

Tada je sa

w(B)ZZ(fkaBm) (BeN),
k
zadan linearan funkcional na N. On se mozZe prikazati u obliku
k
o(B)= o,(B) (BeN ),
i=1

gdje su @ normalna stanja. Pomocu @(B) definiSimo funkcional
(wo1)(A), AeM sa

(@o7)(A) =D (&, 7(A)m,)  (AeM).

Sada imamo

(@ot)(A4)= Z(w,- °7)(A). (*)
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Prema prvom dijelu dokaza, funkcionali @;o 7 su normalna stanja, a u
Teoremi 2.27. je dokazano da su normalna stanja o-slabo neprekidna.

o—slabo

Znaci, iz A, — A, slijedi
(wioT)(Ag) = (wioT)(A) (i=12..).
Odavde 11z (*) slijedi
(00 7)(Ae) = (W 7)(A).

o—slabo

Znaci, iz A, — A sljedi

Z(ék’T(Aa M) %Z(fkaf(fl)m) )

2
<+,

1 to za svaka dva niza {&/!}, {n«} za koje je Z

. n

n

S

2 v
< +o0. To znaci da

up

o —slabo

7(4,) = ©(4).

o—slabo o—slabo

Prema tome, iz 4, — A sljedi 7(4,) — ©(A4),paje 7 o-slabo
neprekidan homomorfizam algebri M 1 N

Ako A, konvergira c-jako ka 0, onda A4,*4, konvergira o-slabo ka
0. Zbog toga, t(Ay)*1(As) = 1(As*As) konvergira o-slabo ka 0 1
7(A ) konvergira c-jako ka 0. [

Teorema 2.30. Neka je M von Neumannova algebra, ® normalno
stanje na M i neka je (H €2 odgovarajuca ciklicka reprezentacija.
Tada je (M) von Neumannova algebra i n je normalan u smislu

ﬂ(HAa) = Eﬂ'(/la), za bilo koju ogranicenu rastucu mrezu {A.} u
M.
Dokaz. Ako A, PA u M ondaje 7n(A,) rastuinizi n(A,) <n(A), za

svako a. Kako je @ normalno stanje, za proizvoljan element BeM,
dobijamo

(n(B)€2, n(A) n(B)€) = a(B*AB)
= w(limB* 4,B) = limew(B* A,B) =

70



Pregled modularne teorije Tomita-Takesaki

= lim(z(B)Q,7(A,)n(B)Q),

za svako BeM. Osim toga, skup 7(M)€2 je gust u normi u #, tako da
je 7 normalan.

Nastavljaju¢i kao u dokazu Teoreme 2.29, slijedi da je 7 o-slabo
neprekidno preslikavanje iz M u  L(H). Stoga je jezgro I
preslikavanja 7 o-slabo zatvoren ideal u M. Prema Propoziciji 2.28,
postoji projekcija Ee MnM’ takva da je I=ME.

Zbog n(A(I-E)) = n(A), m je vjerna reprezentacija von Neumannove
algebre M(/-E). Mozemo pretpostaviti da je 7 vjerna reprezentacija.
Tada je 7 izometricno preslikavanje. Tako 7 preslikava jedini¢nu
kuglu M; na jedinicnu kugln m(M),. Uz to, M; je o-slabo
kompaktan skup i 7 je o-slabo neprekidno preslikavanje. Otuda je
m(M); o-slabo kompaktan 1 o-slabo zatvoren skup. Prema teoremi o
bikomutanti, 7(M) je von Neumannova algebra. [
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2.4. KVAZIEKVIVALENCIJA REPREZENTACIJA

Uvedimo najprije koncept wunitarne ekvivalencije dviju
reprezentacija neke C*-algebre A. Ako je (H,7m) reprezentacija
neke C*-algebre, onda je lako konstruisati 1 neku drugu reprezentaciju.
Na primjer, ako za unitaran operator U na Hilbertovom prostoru 4,

uvedemo 7y sa
nu(A) = Un(A)U*

tada ¢e (JH,7y) biti druga reprezentacija te C*-algebre.

Za dvije reprezentacije (H;,7m;) 1 (F,7m) ¢emo reci da su unitarno
ekvivalentne ako postoji unitaran operator U : H, — H,, takav da je

ni(A) = Uny(A)U*, zasvako A€ A,
1pisati 7; = 7.

Iz teorije reprezentacija je poznato da su reprezentacije (FH),7;) i
(#Ha,75) unitarno ekvivalentne ako i samo ako jedini¢ni vektori iz JH, i
jedini¢ni vektori iz H, definisu isti skup stanja na A.

U nastavku ¢emo predstaviti nesto slabiji, ali prirodniji, koncept
ekvivalencije koji je vazan za primjene u fizici. To je koncept
kvaziekvivalencije dviju reprezentacija.

Definicija 2.31. Ako je n reprezentacija C*-algebre A onda se za
stanje @ na A kaze da je m-normalno ako postoji normalno stanje p
na n(A)", takvo da je

w(4) = p(n(4)), zasvako Ae A

Za dvije reprezentacije mw; i mw C*-algebre A se kaZe da su

kvaziekvivalentne i pise m; ~ m,, ako je svako m;-normalno stanje i -
normalno i obratno.

Ako je (H,m) reprezentacija C*-algebre A, onda sa nrx
oznacavamo reprezentaciju algebre A na prostoru nH = k€r)15{ ,

definisanu sa

(84 |- Sz,
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Preslikavanje nn(4) — n(A), A€ A je izomorfizam, pa iz Leme 2.17.
slijedi da je (nn(A))" izomorfno sa n( A)".

U sljedecoj teoremi se izmedu ostalog, daje 1 veza izmedu
kvaziekvivalencije 1 unitarne ekvivalencije.

Teorema 2.32. Neka je A C*-algebra i neka su (H, ;) i (Fb,72)
nedegenerisane reprezentacije algebre A Tada su sljedece tvrdnje
ekvivalentne:

(1) postoji izomorfizam tv: n;(A)" — m(A)" takav da je
(m1(4)) = m(A), zasve AeA;

(2) m ~m, tj. m-normalna stanja i ,-normalna stanja su
jednaka;

(3) postoje kardinali n i m, projekcije E; € nmi(A)", E; €
mmy(A)" i unitarni operatori U;: H; — E, (mA5), U, :
Iy —> E;'(n#) takvi da je

U]?T](A)U]* = mﬂz(A)EZ,,
U, (A)Us* = nm(A)E; 7,
za sve AeA;
(4) postoji kardinal n takav da je nm; = nmn,.

Primjedba. Ova teorema, u sustini, sadrzi dvije razli¢ite ideje; jedna je
sadrzana u ekvivalenciji tvrdnji (1) 1 (2) 1 odnosi se na reprezentacije
;1 1, dok je druga sadrzana u ekvivalencijama tvrdnje (1) sa (3) 1
(3) sa (4) 1 odnosi se na strukturu izomorfizama izmedu von
Neumannovih algebri, a posebno na pitanje kada su ti izomorfizmi
unitarno implementirani. Na primjer, ako su 7z; 1 7, ireducibilne 1
kvaziekvivalentne reprezentacije, izomorfizam T je unitarno
implementiran i 7; 1 7 su unitarno ekvivalentne. Analogno, ako i
mi(A)" 1 m(A)” sadrze separiraju¢i 1 ciklicki vektor, onda je
unitarno implementiran (Sto ¢emo dokazati kasnije) i opet su 7; 1 m
unitarno ekvivalentne reprezentacije.

Dokaz Teoreme 2.32. (1)=(2) Neka je ® m;-normalno stanje na
algebri A. To znadi da postoji normalno stanje algebre (7;(A))" za
koje je

w(4) = p(m1(4)) , zasvako Ae A.
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Odavde dobijamo

o(4) = (pom)(A) = pot o 1o my(4) = po v o ma(4) = pot (Ma(A)) .

Primjenom Teoreme 2.29. dobijamo da je por ™’ normalno stanje
algebre m(A).

1z jednakosti

o(4) = (pot”)(m(A)),

slijedi da je @ my-normalno stanje.
Obratnu implikaciju dobijamo zamjenom uloga 7 i 7.

(2)=>(3) Poznato je da 7n; mozemo prikazati kao direktnu sumu
cikli¢kih reprezentacija, tj. moZzemo naci skup {&,} jedini¢nih vektora u
H takvih da su potprostori [7;(A)E,] medusobno ortogonalni i

> [r,(A)é, ]= 1. Neka su

0o(A) = (G M1(A)S)  (A€A),
stanja koja odgovaraju vektorima &, Po pretpostavei, @, je mo-
normalno stanje za svako a. Prema Teoremi 2.27, postoji niz {ny,} u
96 zakojije Y[, [ =1 i

n

Oa(A) = Y (M2 (AN) = D O My (A),,) =
= > Mooty (ADN,,) = 10, 7, (AN,,) = Mas Nom2(A) D 1,.,)
= (Mo NoT2(AM)

za AeA, gdje je n.=@n,, € No .
Otuda, prema Teoremi 1.17, postoji unitarni operator
Ut [1(A)Sa]l = [No m2(A) 1],
takav da je
Uarti(A) Uy = No m2(A)[No m2(A) Ne).
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Ako je k kardinalni broj skupa {«a}, sabiranjem dobijamo izometriju
U=>U, sa

H, = @z, (A)E,] na kNo 3= @ (N H), &iji je rang

D [Ro m(A)1a] = E2(D (Ro 1))

1 za koju vrijedi

U]?Z'](A) U]* = kN() ﬂg(A)Eg "

Ovim je dokazan prvi dio tvrdnje (3). Zamjenom uloga 7; 1 7> dobija
se 1 drugi dio tvrdnje (3).

(3)=(4) Mozemo smatratidasu » 1 m utvrdnji (3) beskonacni, tj.
ako stavimo k=sup{n,m}, dobicemo kn =km = k. 1z (3) slijedi da je
kr; unitarno ekvivalentna reprezentacija sa podreprezentacijom od

mkrm, = km, 1 km, je unitarno ekvivalentna sa podreprezentacijom od
nkm;=km;. Odavde slijedi da su k7n; i1 kz; unitarno ekvivalentne.

4)=(1) slijedi iz Leme 2.17. [
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U ovoj glavi bi¢e konstruisan Hilbertov prostor H sa
“pozitivnim samodualnim konusom” 72 takav da pozitivni elementi u
M. odgovaraju vektorima u 2 1ida automorfizmi od M odgovaraju
unitarnim elementima u 7, u odnosu na koje je 72 invarijantan. lako
je op¢i opis konusa 2 slian opisu konusa za abelovu algebru M,
javlja se sustinska razlika koja proizilazi iz nekomutativnosti.

Neka M djeluje na H i neka je vektor 2 ciklicki za M. Tada se
moze formirati konveksan konus A4*4(2 vektorau . Ako M nije
abelova algebra tada konus ne mora nuzno imati svojstvo
samodualnosti. Ne postoji razlog zbog kojeg bi pridruzeno stanje
w(A)=(€, AL zadovoljavalo nejednakost a(4*4B*B) > (. Ukoliko je
w trag, tj. ako o(AB) = w(BA), za sve A,BeM, onda ¢e vrijediti
posljednja nejednakost.

DefiniSimo operator konjugacije J na prostoru #H na sljedeéi
nacin
JAQ = A*Q.

Koristec¢i svojstvo traga @, dobijamo
[4Q| = afd*4) = wA4*) = |4*Q]".

Osim toga,

JAJBQ = JAB*Q = (AB*)*(Q) = BA*Q.
Za abelovu algebru M posljednje jednakosti pokazuju da J
implementira *-konjugaciju, tj. 4* = j(4), gdje se j definiSe sa
j(A) = JAJ. U slu€aju kada je o trag, djelovanje operatora ; je
sloZenije. Na primjer, jednakost

(B]Q, A]](AZ)BZQ) = (B[Q A[JAZJBZQ) = (B]Q A]B2A2*Q)
= o(B1*A1B242%) = (B1£2 j(A2)A1B2£)),

pokazuje da j(4)eM’, svojstvo koje vrijedi 1 u abelovom slucaju.

Primjer traga upucuje da opéi samodualni konus treba
konstruisati modifikacijom *-konjugacije u skupu 44 *€2, element 4 *
treba zamijeniti konjugovanim elementom j(4), a konjugacija j treba
omoguciti preslikavanje sa M u M’. Ispitivanje preslikavanja 402 -
A*(Q) je polazna tacka teorije Tomita — Takesaki koju ¢emo razmatrati
u poglavlju 3.2. Prije toga ¢emo uvesti i analizirati klase algebri koje su
od znacaja u primjeni ove teorije.
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3.1. o-KONACNE VON NEUMANNOVE ALGEBRE

Sve von Neumannove algebre koje susre¢emo u kvantnoj
statistickoj mehanici 1 kvantnoj teoriji polja pripadaju sljedecoj klasi.

Definicija 3.1. Von Neumannovu algebru M nazivamo o-konacnom
ako sve kolekcije medusobno ortogonalnih projekcija imaju najvise
prebrojivu kardinalnost.

Primjetimo da je von Neumannova algebra na separabilnom
Hilbertovom prostoru c-kona¢na. Obratno ne vrijedi, ne mogu se sve

o-kona¢ne von Neumannove algebre predstaviti na separabilnom
Hilbertovom prostoru.

Definicija 3.2. Neka je ‘M von Neumannova algebra na Hilbertovom
prostoru  H. Podskup R c# je separirajuéi za M ako za bilo koji
element AeM,

AE=0 (VEeR), = A=0.
Podsjetimo se da je podskup R cH ciklickiza M ako je [MR]=H.

Propozicija 3.3. Neka je M von Neumannova algebra na H i RcCH
podskup. Tada su sljedeci uslovi ekvivalentni.:

(1) R jeciklicki za M;
(2) R jeseparirajuciza M.

Dokaz. (1)=(2) Pretpostavimo da je R ciklicki za M 1 izaberimo
A’eM’ takav da je A"R = {0}. Tada za proizvoljno BeM 1 £eR,
vrijedi 4’ BE=BA’E = 0.

Dakle, A'[MR]=01 4" =0.

(2)=>(1) Pretpostavimo da je R separirajuéi za M’ 1 stavimo
P =[MR]. Tada je P" projekcijau M 1 (I — P )R = {0}. Prema
tome, I-P =0 1 [MR]=5H.1

Definicija 3.4. Stanje ® na von Neumannovoj algebri M nazivamo
vjernim stanjem ako je (A) > 0, za sve nenulte A€M, .

78



Pregled modularne teorije Tomita-Takesaki

Primjer 3.5. Neka je M =L(H), H separabilan. Svako normalno
stanje @ nad M ima oblik

w(A) = Tr(pA), gdje je p matrica gustine.

Ako je o vjerno stanje, tada je @(E) > 0, za svaki projektor ranga

jedan, tj. Hpél// >0, zasvako weZ \{0}. Prema tome, matrica p je

invertibilna (u skupu gusto definisanih hermitskih operatora na ).
Obratno, ako @ nije vjerno stanje, tada je w(4*4) = 0, za neko

nenulto A4, pa je p;A*l//H=O, za sve weH, tj. matrica p nije

invertibilna.

Primjetimo da, ako prostor H nije separabilan, tada matrica p moze
imati najviSe prebrojivo mnogo nenultih karakteristicnih vrijednosti i
zato w(A) mora iSeznuti za neko pozitivno A4, tj. @ nije vjerno
stanje. Prema tome, £(#{) je o-konacna algebra, tj. prostor H je
separabilan ako i samo ako L(#{) ima vjerno normalno stanje.

Sljede¢a propozicija daje karakterizaciju c-kona¢nih  von
Neumannovih algebri.

Propozicija 3.6. Neka je M  von Neumannova algebra na
Hilbertovom prostoru # Tada su sljedeci uslovi ekvivalentni:
(1) algebra M je o-konacna;
(2) postoji prebrojiv podskup prostora #H  koji je separirajuci
za M
(3) postoji vjerno normalno stanje na M;
(4) algebra M je izomorfna s von Neumannovom algebrom
(M) koja
dopusta separirajuci i ciklican vektor.

Dokaz. (1)=>(2) Neka je {&,} maksimalna familija vektora u
prostoru H takvih da su podprostori [M'E,] 1 [ME] iz H
ortogonalni za «a # a’. OznaCimo ovdje projektor na podprostor
[M'E,] sa P, Kako TeM’, to vektor &, =1&, leziu [M'E,].

Dokazimo da P, eM.
Neka je My'eM” bilo koji fiksan element. Tada za svaki M 'eM’

1mamo

(PaMy’ — My PIM Ey = PoMy'M'Ey—My PM'E, . (1)
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Alj,
My Mo, M'Ee[M'Co]
tako da je
PoMoy'M'Eq= My'M'E,

PM & = M'E,.
Iz jednakosti (1) slijedi
(PMy —My'P )M 'E, =0, (VM eM). (2)
Znaci,
PMy —My'Py, =0,
kada se ovaj operator posmatra na podprostoru [M’ &,].

Dalje, posto je ZPaJ{ =1, ortogonalni komplement podprostora

P,H = [ME,] bice jednak ZPa,}[ = Z;‘ [M’éa,J . No, operator
P.My" — M,y'P, se poniStava i na svakom P, H =[M'E,], u §to se, na
sli¢an na¢in, moZemo uvjeriti.
Znaci, operator P,My — M, P, se svuda ponisStava, tako da je
PQMO’_MO’PQ = 0 s tj.
PaMO = MO Pa.

Zbog proizvoljnosti My 'eM’, P, komutira sa svim M eM’, §to daje

Py e(M) =M =M.

Na osnovu toga 1 Cinjenice da je algebra M o-konacna, slijedi da je
familija {&,} prebrojiva. Ako iskoristimo maksimalnost familije {&,},
dobi¢emo

[ proa =1

a

Znali, skup {&,} je ciklicki za M™ 1 stoga, prema Propoziciji 3.3,
skup {&,} je separirajuciza M .

(2)=(3) Izaberimo niz vektora &, tako da je skup {&,} separirajuci za
M1 ZH@HZ =1 1definiSimo stanje ® na sljedec¢i nain
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o(A)= D (§,48,).

Stanje @ je o-slabo neprekidno 1, prema Teoremi 2.27, normalno.
Ako je w(4*A4)=0, onda je

0= (5,A4%4&,) = |4¢,

Dakle, 4 =0, paje @ vjerno normalno stanje.

2
, zasvako n.

(3)=>@) Neka je o vjerno normalno stanje na M 1 (H,x Q)
odgovarajuca ciklicka reprezentacija. Prema Teoremi 2.30, m(M) je

von Neumannova algebra.
Ako je m(4)Q2 =0, zaneko AeM, tadaje

oA*4) = |z (D" =0,

dakle, 4*4 =0 1 A = 0. Ovo dokazuje da je 7 vjerna reprezentacija i
da je vektor €2 separirajuc¢iza m(M).

(4)=>(1) Neka je Q separirajuci (i ciklicki) vektor za n(M) 1neka je
{E,} familija medusobno ortogonalnih projekcijau M.
Stavimo E = ZEa . Tada je, prema Lemi 2.25,

l7(EYQ = (z(E)Q,7(E)Q) =
> (H(E,)Qm(E,)0) = X |r(E,)9 "

S obzirom da je Y |z(E, )QH2 < +00 , samo prebrojivo mnogo (E,) Q2

je razli¢ito od nule §to e, zbog izomorfnosti algebri M 1 (M)
vrijediti za E,.
Znaci, M je o-konacna algebra. [
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3.2. MODULARNA GRUPA

Ako je M je o-kona¢na von Neumannova algebra moZemo,
prema Propoziciji 3.6, pretpostaviti da M sadrzi separirajuéi i ciklican
vektor Q. Preslikavanjem A > A2 algebre M u prostor H se tada
uspostavlja 1-1 linearna korespodencija izmedu M 1 gustog podskupa
MQ prostora H. Ova korespodencija se moze koristiti da bi se
algebarske operacije sa M prenijele na MQ.

U ovom poglavlju ¢emo izuCavati antilinearni operator Sy na

MQ, koji nastaje iz operacije konjugacije na M, kao 1 razliCite
operatore povezane s operatorom 5.

Definicija 3.7. Neka je M von Neumannova algebra na Hilbertovom
prostoru  H. Zatvoren operator A na F  nazivamo asociran
(pridruzen) algebri M, i piSemo AnM, ako je M D(A)cDA) i
AA DA’A, zasve A eM'.

Odnos izmedu elemenata algebre i neogranicenih asociranih
operatora daje sljedeca lema.

Lema 3.8. Pretpostavimo da je A zatvoren operator asociran von
Neumannovoj algebri M. Ako je A= U |A| polarna dekompozicija
operatora A, tada U i spektralne projekcije od |A| lezeu M.

Dokaz. Nekaje U’ unitarni element u M’. Tada je
UUU*U'|A\U* =UU|A|U™* = U|A|.

Iz jedinstvenosti polarne dekompozicije slijedi

vuuu*=U (*)
i
U4l U™ = |4|. (**)
Dakle, UeM.
Ako je
4= [ \dE,
0

spektralna dekompozicija od |A], tada je prema (**)
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TﬂU’a’EAU'* = U’T/ldElU’* = TMEl .
0 0 0

Iz jedinstvenosti spektralne dekompozicije od |A|, slijedi

U E)LU *=F Qs
tj.

UE,=EU’,
Sto znaCi da E; komutira sa svakim unitarnim operatorom U 'eM’.
No, kako se svaki hermitski operator A’eM’” moze izraziti preko
nekog unitarnog operatora U’ 'eM’, to 1 svaki hermitski operator iz M’
komutira sa E;. Konacno, poSto je svaki operator iz M’ linearna

kombinacija dva hermitska operatora zakljucujemo da E; komutira sa
svim operatorima 4 "'e’M’. Znaci,

E,e(M)Y=M"=M, zasve A>0. [

Uzmimo vektor (2 koji je cikli¢ki i separirajuéi za M 1 M’
(takav vektor postoji prema Propoziciji 3.3.). DefiniSimo sada operatore
Sy 1 Fyp na sljede¢i naCin:

S = A*Q2, AeM,
FoA' Q=A4"*Q, A'eM’.

Ovi operatori su dobro definisani na svuda gustim (u # ) skupovima
D(Sp) = MQ 1 D(Fp) = M'Q. Oni su antilinearni, tj. za A, ueC i
A,BeM je

So(AA+uB) = A SeA + 11 SyB,
1 sliéno za F).

Propozicija 3.9. U skladu s prethodnim definicijama operatori Sy i Fy
mogu zatvoriti i

S()*: E), FO*: SO,

gdje crta oznacava zatvorenje. Osim toga, za proizvoljno weD(S,)

postoji zatvoren operator Q na H takav da je
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2=y, Q*2=3S,y

i Q asociran algebri M. Odgovarajuci rezultat vrijedi i za F, .

Dokaz. Za AeM 1 A eM’, imamo
(A0, SpAQ) = (4°Q, A*Q) = (A, A*Q) = (A0, FpA Q).

Prema tome, Fyc Sp* Dakle, operator Syp* je gusto definisan1 Sy se
moze zatvoriti. Analogno se zakljucuje 1da je Sy < Fyp™

Da bismo dokazali da je Sp* wustvari zatvorenje operatora [y,
izabraCemo najprije Ee€D(Se*) 1 uzeti w = Sp*& Tada, za AeM,
vrijedi
(AL y) = (A€, Sp*) = (& Spd€d) = (S 4.
Zatim éemo definisati operatore Oy i Q)" sa:
Qp:AQ > A¢

O) 1 AQ > Ay,
za sve AeM, redom.
Na osnovu prethodnih relacija tada dobijamo

(B2,004€) = (BQ,4¢) = (A*BL2, &)
= (So(B*4)€, &) = (Sp*&E Q, B*AQ)
= (w, B¥4€) = (By, A€) = (09 BQ,A€Y

zasve A,BeM.
Dakle, Qy" < Qv* i Qy se moze zatvoriti. Stavimo Q"= O, .
Ako A4,BeM, onda je

QvABQ = ABE = AQyBL2 .
Stoga, uzimajuéi zatvorenje, dobijamo
04240/

tj. operator A preslikava D(Q) u D(Q") 1 komutira sa Q  na
D(Q"). Dakle, ako je Q'=U"|Q’| polarna dekompozicija operatora Q,
onda, prema Lemi 3.8, U’'eM’ isve spektralne projekcije od Q] leze
u M.
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Neka je E,"eM’ spektralna projekcija od |Q’| koja odgovara intervalu
[0, n] 1
0, =UE, Q.
Tada O, eM’ 1
0,2 =UE1012=U"E, U™U|Q2
=U E, U*QpQ=UE,U*&
Uz to vrijedi

Qn’*Q :En,|Q,|U,*Q:En’Q0+Q:En,l//-
Kakoje U E, U*E=0,Q2 i 0, =U E,]Q|eM ,to
U’ E, U'*E e D(Fy).

Prema tek dokazanom i definiciji operatora Fj, dobijamo

FoU E, ' U*) =Fp(Q,' Q) =0, *Q=E, y.
Sada, E,  konvergira jako ka I, a U'U’* je projektor Ciji je rang
jednak rangu operatora Q. Ovaj skup sadrzi & = I& Dakle, EeD(F,)
i g =y =S*e
Na sli¢an nacin bi se dobilo Syp* < Fo < Sp* 1 IT”O = Sp*.

Mijenjajuéi uloge operatorima S, i F, zakljuéujemo S, = Fy*. [

Definicija 3.10. Oznacimo sa S i F zatvorenja operatora Sy i Fy
respektivno, tj. stavimo

S=S,, F=F,.

Neka je A jedinstven, pozitivan, hermitski operator i neka je J
jedinstven antiunitaran operator koji se javlja u polarnoj dekompoziciji

S=JN

operatora S. Operator A nazivamo modularnim operatorom
pridruzenim paru {M, £}, a J modularnom konjugacijom.
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Iz ove definicije 1 prethodne propozicije zakljuCujemo da je S = Fp* i
F=S8p*

[zmedu operatora F, S, J 1 A postoje relativno direktne veze Sto se
vidi iz sljedece propozicije.

Propozicija 3.11. Operatori F, S, J i A sljedece relacije:

A=FS, Al =SF,

S=JA> F=JA",

J=J*, J'=1I,
A= =JA

Dokaz. Prema Definiciji 3.10. i Propoziciji 3.9, je A =S*S=FS 1
S=JA>. Kako je Sy =Sy", uzimajuéi zatvorenje dobicemo S =S", na
osnovu ¢ega dobijamo

JA =S =S"=(JA) = AT *,
tako daje J2A* = JAJ*.
Ako stavimo A; = JA_%J*, onda je A;> 0, pa jednakost JzA% =
JAJ* mozemo pisati u obliku
N =LA (*)

S druge strane, za sve x,ye# , zbog antiunitarnosti operatora J,
imamo

(Fx, Py) = (J(Ix), J(Iy) = (I, Jx) = (x, y).

Zna¢i, operator J° je unitaran. Sada iz relacije (*) vidimo dasu J2A:

1 1A= JAJ * ) dvije polarne dekompozicije jednog te istog
operatora. Jedinstvenost polarne dekompozicije sada daje

P=1N=A=JAJ*
1 zatim

Odavde, dalje, slijedi
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1 -1
F=8%=(A"J)*=JA"

SF=AJJAT=A" .

DokaZzimo da vrijede jednakosti S=F=J 1 A=1

U slucaju kad je M abelova algebra, ocCigledno je M < M, pa iz
definicija operatora Sy 1 Fp slijedi da se oni na skupu MQ
podudaraju.

Znaci, Ds, = MQ MQ =D, .0voi S =Fy) na MQ="Ds, daje
So gFo.

Zatvorenje S, operatora S, se sastoji od svih xpe za koje postoji
niz A4,Q2eDs, takav da

AnQ —2 X0
So(A,0) = 4,%Q > yy
(pri ¢emu je S,x9 = yoe H).

Zatvorenje F, operatora F, se sastoji od onih x, € za koje postoji

niz A, QeDy, takav da vrijedi

A, Q —>xp’
An’*Q —2 )0
(pri Gemu je Fy,xo" =yp").

Pokazimo da ovdje umjesto 4, eM” mozemo uzeti A,eM.
Naime, za svako n = 1,2,... postoji operator 4,2 za koji je

jer je skup M gustu H. Tada, za svaki operator BeM, imamo
(BQ, (4, *-A,*)€) = ((A,"-A,)BQ, Q) = (B(4,-A4,)(2, )
= ((4,"-A4,)€2, B*Q).

A;Q—AWQH<1,
n
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Dakle,
(BQ, A, *Q -4,*Q)| <||4,Q2- 4,9 |B*Q| < % |B*Q), vBem.
Odavde dalje slijedi
(80,470 4,70 _1[8*0] o
|52 n |39
Kako je

|B*Q)||? = (B*Q B*Q) = (BB*Q2, ©)

|BQ)|” = (B2 BQ) = (B*BQ, Q) = (BB*Q ),
vidimo da je
|B*<f = |BS].

Iz (0), sada, dobijamo

(BQ, A *Q—4,*Q)| 1
e n

A *Q—A4,*Q)|= sup

Prema tome,
A, *Q —A4,%Q — 0.

Sada

A,Q2 —>xp’,

An*Q >y, Ay e M, tj. 4,02 eMQ.

MoZemo pisati i

A, —>xp’,

Fo 4,0 =84,02—y,",

Sto znaci da xpeDp, ida je FOXO' =vyo,alii xp €Ds, i1 §Oxo' =vyo'.
Prema tome, za svako xpeDr, slijedi xp €Ds, 1 FOXO' = §0Xo', Sto
znaéi F, cS,. Kako iz Sy < Fy slijedii S,c F,, toje S,=F, ,tj. S =F.
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Sadaiz A=FS i A’ =SF, slijedi
A=A 4 A =1

Ovo znadi da pozitivan operator A’ ima pozitivne druge korijene A i
1. Kako je pozitivan drugi korijen iz nekog pozitivhog operatora
jedinstven, dobijamo A = 1.

Sadiz S=JA> slijedi S=J i F=J.
Koriste¢i jednakosti S = F =J dobijamo JMJcM 1 JMJICM , a
odavde i iz J =I, dobijamo JMJ =M’

Iz navedenih primjera se ne moze ste¢i direktan uvid u moguca
svojstva modularnog operatora A. Do strukturnih karakteristika
operatora A dovesc¢e nas sljedece razmatranje.

Posmatrajmo djelovanje operatora SAS, gdje je 4 M.
Za svakipar B,CeM imamo

(SAS)BCQ = SAC*B*Q2 = BCA*Q

B(SAS)CQ = BSAC*Q = BCA*Q.

Prema tome, operator SAS je asociran algebri M.

Pretpostavimo da je operator A ograniten i, prema tome, A’ = JAJ i
S 1 F suograniceni. Prema prethodnom je

SMScM , FMFc M.
Tako dobijamo da je
AMA' = NJJN M A JJA* = FSMSF < FM' F < M,
i postupkom iteracije
A" MA" =M, za n=0,1,2...

Posmatrajmo sada, za AeM , A'eM , ¢, yweH , cijelu analitiCku
funkciju

1) = A7 (g, [£447, 4] y).

Tadaje f(z) =0 za z=0,1,2,...

Rez

Osim toga, |f(z)| = O(HAH_ZReZ (HA y*)=0 (1) zaRez > 0.
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Da bi se uvjeriliu prethodnu procjenu, dokazimo prvo da vrijedi
|5 =as)=[a].

Naime, za svako xeH, HxHZL zbog antiunitarnosti operatora J,
Imamo
(A'x, &%) = JAJx, JAJx) = (J(AJx), J(AJx)) = (AJx, AJx) = [A(x)| .

Odavde slijedi

] =suplo o =suplacso

Zbog antiunitarnosti operatora J je HJxHZI ako 1 samo ako je HxHZI.
Osim toga, kad x prolazi cijelim 2, tada i Jx prolazi cijelim H#.

Dakle,

a7 [" = supllaca)” = supfs” =[],

Sada imamo

@)l = Al (0. K447 A Tw)l<[A]

—2Rez H H

Q| |AANF

—2Rez

<||A

Iz jednakosti
Ax= j)de X
se dolazi do zakljucka da je

Rez

o] <

Kako je‘ =

,to je HA‘ZHS ‘ ez, pa dobijamo

)| <[4 o] |

Funkcija f(z) je cijela funkcija koja je zbog |[f(z)| =© (1) ograniCena
na C.
Prema Liouvilleovoj teoremi f(z) je konstantna na C, tj.

, zasve zeC.

f(z) =c, c=const.
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No,

10) = (o [4,47y) =0,

jerje [A,A] =AA —A'A =0, zbog AeM i A’ eM’.
Znaci, ¢ = 0, tako daje f(z) =0.

Iz posljednjeg identiteta slijedi /A"AA™, 4] =0, VAeM i A'eM’,
Sto znaci da za svako 4eM, A"AA™ komutira sa svim operatorima
A'eM’, 1.
NAAZ e(M) =M =M, zasve AeM,
tj.
A MAZ < M.
Kako je M= A" (A"MA )A™ < A" MA™, to je
A MA =M, zeC.
Dalje, vrijedi
IMI=JNMA>J=SMSC M,
1 analogno
JMJI=JA> M N J=FMFc M.
Dakle,
IMI=M".
Glavni rezultat teorije Tomita — Takesaki proSiruje ove relacije
na opstiji slucaj kada A nije nuZno ogranicen operator, tj. kada je
IMI=M i A"MA"=M  zasve teR.

Prije nego Sto formuliSemo teoremu Tomita — Takesaki, dokaza¢emo
dva “pomocna” rezultata u vidu dvije leme.

Pretpostavimo da u slu¢aju traga a priori znamo da vrijedi
MQ=MQ.

Tako za proizvoljno AeM postoji neko 4'eM™ za koje je A*Q =
A’Q. Relaciju JA4J = A" dobijamo iz
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JAJBQ = JAB*Q2 = BA*(Q2=BA'Q2=A'BQ, zasve BeM.
Dakle, JMJ < M’. Analogno je JM'J M, tj. IMJ=M".

Sljedeca lema demonstrira rezultat analogan MQ = M'Q, gdje
se, u op¢em slucaju, javlja rezolventa modularnog operatora koja
modificira jednakost.

Lema 3.12. A4ko A€C, —A¢R. i A'eM’, tada postoji operator A,e M

takav da je
A*Q = (A+AD)'4°Q.

Za A, vrijedi sljedeca procjena:

|4, < @A+ 2+2)"

A .
Dokaz. Dokaz se zasniva na sljedecoj jednostavnoj ¢injenici.
Primjedba. Neka su a,b,Ke R i Ae C\{0} brojevi takvi da je
la + Ab| <K.

Tada je

(ab)' < A+ 2+2)* K.
Tacnost navedene nejednakosti se provjerava na sljede¢i nacin:

K> >|a+ Ab]’ — (@ - |Ab)’ =(2A|+ A+ 1) ab.
Neka je sada &= (A+AI)" A’Q inekaje B'eM’ proizvoljan element.
Kako je
(A+AD)'B"*B’E eD(A) < D(S),

to, prema Propoziciji 3.9, postoji zatvoreni operator B asociran
algebri M takav da je

QeD(B) N D(B¥)

BQ = (A+AI)'B*B’&

Znaci,
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B*B’E= (A+Al)BQ.
Neka je sada B = U|B| polarna dekompozicija operatora B. Tada je
IA(Q, |B|Q) + (Q UB|U*Q)| = |A (B, UQ) + (U*Q, B*())|
= |1 (BQ UQ) + (ABQ, UQ)| = |((A+ A1) BQ, UQ)|

=|(B™*B'S UQ| =|B'c UB'LY| < B'Qy .

B'¢

Ako stavimo

i 2 1 1
BZU*Q‘ — (B[ U*Q, |B] U*Q)

= (U*Q, |B|U*Q) = (QU|B|U*Q)

i 2 1 1
”:HBQQH — (B[ @ |B]' @ = (2 |B|),

onda prethodnu nejednakost mozemo napisati u obliku

la + Ab| < |B'E|(|B'CY|,
tj. u obliku
la + Ab| <K, gdje je K =|B'E|||B'Q| .
Na osnovu ovoga iz Primjedbe slijedi
Big‘-HBiu*Q < QA+ 2+ D) |BEB'Q) -

S druge strane je

HB'@HZ = (B*B'E & = (A+ A1) BQ, (A+AD)" 4°0)

P U*Q)

B'Q) .

—(BQAQ) =(BF Q4

Al

B

<48l |BFU*

<4 -||B B

<A+ 2+2)

B'E

Ako obje strane gornje nejednakosti podijelimo sa
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B(A+)" 4Q< QA+ A+X)"

B'¢

B'(A+)" 40

dobijamo procjenu

To znaci da je preslikavanje definisano na M'Q)  sa

Al |B'Q

B'Qr B(A+A)'A'Q

ogranicen, gusto definisan operator s normom koja je manja ili jednaka
od

Al.

QP+ A+2)

Oznacimo li zatvorenje ovog operatora sa A4,*, imamo A,*eM’ =M
i

A;¥Q= (A+A)'AQ. 0

Druga zna€ajna lema sada eksplicite povezuje elemente A;eM
1 4°eM’ iz Leme 3.12.

Lema 3.13. Neka 1€C, —A¢R.i A'eM inekaje A,eM element iz
M takav da je
A;*Q = (A+1)74°Q

(egzistencija A, slijedi iz prethodna leme). Tada je
JAT = N AN + AN AN
(Sto posmatramo kao relaciju izmedu bilinearnih formi na

DIN)ADIN?)).

Dokaz. Neka su B',C’" proizvoljni elementiiz M" 1neka su B,CeM
takvi da je

B*Q = (A+I)'B'Q,

C*Q = (A+D)7'C'Q.

Kako je (A+ADA;*Q = A2, dobijamo
(A4,*Q, B*CQ) + A (4,*Q, B*CQ) = (4'Q, B*CQ).

Posmatrajmo pojedina¢no svaki ¢lan prethodne jednakosti. Za prvi ¢lan
imamo
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(A4;*Q, B*CQ) = (FSA;*Q, B*CQ)
= (SB*CQ, SA;*Q) = (C*BQ, 4,02 =
= (SB*Q), SA,*C*Q) = (4,*C*Q, AB*Q)
= (C'Q, (A+D)' 4, AA+D)"'B Q) .
Dijeljenjem drugog ¢lana sa A, dobi¢emo
(4,%Q, B*CQ) = (BA,*Q, CQ) = (SA,B*Q, SC*QY) = (AC*Q, 4,B*Q)
= (C'Q, (A+D)'Ad,(A+D)'B'Q) .
Zadnji ¢lan je jednak
(A°Q, B*CQ) = (A'BQ, CQ) = (A'SB*Q, SC*Q) = (C*Q), FA'SB*Q)
= (C'Q (A+D' N JATN (A+D)'B'€Y) .

S obzirom da je skup M'QQ gust u H, nalazimo da za ograniene
operatore vrijedi sljedeca jednakost:

(A+D " ANA+D" + T (A+D " AdA+D = (A+D7 N JA TN (A+D

Mnozenjem s lijeve i s desne strane s (A+I) A dobijamo
ATAN+T N AAT = AT,

Sto je traZeni rezultat. [

Iskoristimo rezultat prethodne leme kako bi JA'J identifikovali kao
element iz M.

Stavimo D? (B) = A BA™. Tada jednakost iz Leme 3.13. prima oblik
JAJ=(D7 + 1D )(4;).

Za A > 0, primjena Fourierovog integrala

T dr et 1
it -t r _r
S € +e el +e ?

¢e nas dovesti do inverzne relacije
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)jt ; .
———D"(JAJ), #)

e” +e

A, =2 [di
gdje je D'(B) = A"BA™ .

Glavni zadatak u dokazu naredne teoreme bi¢e potvrda ove
relacije inverzije, jer se tada pomocu Fourierove analize pokazuje da
AzeM implicira D"(JA'J) eM. Ovim smo u glavnim crtama izloZili
dokaz ranije najavljenog glavnog rezultata.

Teorema 3.14. ( Teorema Tomita-Takesaki ) Neka je M von
Neumannova algebra sa ciklickim i separirajucim vektorom €2 i neka

su A odgovarajuci modularni operator, a J odgovarajuca modularna
konjugacija. Tada vrijedi

IM] =M,

1 uzto
A" MA™ = M, zasve teR.

Dokaz. Ako je BeL(#H) i E, spektralna dekompozicija jedinice, koja
odgovara operatoru A, onda je

Ax = ]QMEAX (xeD(A))

A'x = jﬂ”dElx :

Otuda je
‘Aitx 2_ J‘eitln/l '€_mnld(Elx,x)
- J.l'd(E/lx,x) = ( J‘dEﬂx,x) = (X,X) = Hx”z .
Znaci
o] =] (Vxed, VteR i [A|=1) %)

paje A" unitarna grupa. Iz ovog slijedi
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AitBA—it

o = lv|-|B5"o|< w185 "0]

@)
=[w-|B]- ]

[ (y, A"BA™ @) | < |

Mozemo reéi da su funkcije ¢ > (y, A" BA™ ¢); teR , neprekidne i
ograniene za sve Wy, @e . Na taj nain, integracijom bilinearnih formi

mozemo, za svako A > (0, definisati transformaciju 7,(B), operatora
B, sa

1,(B)=A" jdt#&m—” .

Uzmimo sada w,peD( ~ )ND( A ) 1posmatrajmo funkciju

f) = (N, 1,(B)N @)+ A(A'w,,(B)A )

- jdt%{/l H(A "y, BA )+ A (N, BAT "co)}
Jooe"+e

Koriste¢i spektralnu dekompoziciju modularnog operatora A

A=IudEA(u),

nalazimo

f00) = [d*(E, (1w, BE, (p)co)[ j ( ] =~ ( ]
UA Jet+e

= [d*(E,()y,BE,(p)p) = (v, Bg),

gdje smo, u prvom koraku, iskoristili Fourierovu relaciju (#), navedenu
prije teoreme. Otuda, kao jednakost bilinearnth formi na

D(A)ND(A?), dobijamo
AZL(B)N + AN L(B)A® =B
[z definicije operatora D i I; slijedi da (D_%+AD%) 1 I

komutiraju na prostoru L(#), dakle, iz posljednje jednakosti slijedi
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L=(D+D*)".
Uporedivanjem ovih rezultata sa Lemom 3.13, dobijamo
Ay =1,(JAD) .
Zbog A,eM, za B'eM’, imamo
(v, [B', L(JAJ)]9) = 0.
Stavimo A = e” i iskoristimo definiciju operatora I;. Zaklju¢ujemo
e’

e +e

Odavde, prema osobinama Fourierove transformacije, slijedi da je

%(W,[B’,A”JA’JA”](;))=O, VieR, Vo weH.

it

e” +
Dalje slijedi
[B, A"JAJA"] =0, VteR.
No, ovo vrijedi za sve B 'eM’, pa imamo
A" JATA" € (M) =M" =M. (**)
Za t=(0, odavde dobijamo
M I M.

Prema Propoziciji 3.11, konjugacija para (M’,€2) jednaka je konjugaciji
para (M,L2). Otuda istim rezonovanjem dobijamo

JMI M.
Koriste¢i J° = I, nalazimo M < JM'J < M, §to nam daje osnovni
rezultat

IMI=M".

Kako je 1 JM'J = M, zaklju€ujemo da svaki element 4 €M ima oblik
A =JA'J, gdje A'eM’. Otuda, koristeci relaciju (**) dobijamo

ATAAT em.

Time je teorema dokazana. (]
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Definicija 3.15. Neka je M von Neumannova algebra, w vjerno,
normalno stanje na M, (Hy T €2p) odgovarajuca ciklicka
reprezentacija i A modularni operator asociran paru (7y(M),£2,).
Teorema Tomita-Takesaki potvrduje egzistenciju o-slabo neprekidne

Jjednoparametarske grupe t — o” , *-automorfizama algebre M
definisane sa

0’(4) = 7o (A" mo(A)A™) .
Grupu t — o nazivamo modularnom grupom automorfizama

asociranoj paru (M, ).

Modularna grupa automorfizama je jedan od najznacajnijih
elemenata u analizi von Neumannovih algebri. Od znacaja je takoder
njena primjena u kvantnoj statistickoj mehanici, gdje najve¢u vaznost
ima modularni uslov

(N 71o(4) Q0 N To(B)Qu) = (JTof A*) R0y S BHQ0)
= (B0 TufA*) Q) .

Primjetimo da pomoc¢u modularne grupe izracunate u imaginarnoj tacki
t =% ovaj uslov dobija oblik

a)(aé.(A)G_é(B)) = w(BA) .

Primjer 3.16. Ako je M = L(H), gdje je prostor JH separabilan, tada
svako normalno stanje ® ima oblik

o(4) = Tr(pA),

1 @ je vjerno stanje ako i samo ako je p invertibilan (Primjer 3.5.). U
ovom slu¢aju modularna grupa je datasa o;(4) = p"'A4 p".
Modularni uslov je zadovoljen jer je

o(BA) = Tr(pBA) = Tr(p(p *Ap*)(p*Bp *)) .
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3.3. INTEGRACIJA I ANALITICKI ELEMENTI
JEDNOPARAMETARSKIH GRUPA
IZOMETRIJA NA BANACHOVIM
PROSTORIMA

U ovom poglavlju su dati neki opéi rezultati o
jednoparametarskim grupama. Posmatrajmo kompleksan Banachov
prostor X 1izatvoren u normi podprostor F duala X* prostora X tako
da vrijedi F=X* ili X=F* U sluaju X=F* pisatemo F = X-x.

Neka je o(X,F) lokalno konveksna topologija na X inducirana
funkcionalima iz F.

Definicija 3.17. Jednoparametarsku familiju t —» 1, , teR,
ogranicenih, linearnih preslikavanja prostora X na samog sebe
nazivamo  o(X,F)-neprekidna grupa izometrija prostora X, ako
vrijedi:

1) 7., =77, ;t0el i =t
2) e |=1.1eR;
(3) preslikavamje t > t(4) je o(X,F)-neprekidna za sve
AeX, . t>n(t(A)) je neprekidno za sve AeX i neF;
(4) preslikavanje A - t(A) je o(X,F)-o(X, F)-neprekidno za
sve teR, 4.
non,el, za sve nerF.

Primjetimo da je u sluaju F'=X* uslov (4) automatski ispunjen. U
svakom slucaju, uslov (4) implicira ¢injenicu da mozemo definisati
jednoparametarsku familiju 7,* preslikavanja podprostora F pomocu

(w*n)(4) = n(u(4)) .

Tada je lako provjeriti da je ¢ —~>7* o(X,F)-neprekidna grupa
izometrija podprostora F. Kasnije ¢emo vidjeti (Korolar 3.23.) da u
slucaju F = X* uslov (3) prerasta u zahtjev da ¢ ~ 7, bude jako
neprekidno, tj. da preslikavanje ¢~ 7,(4) bude neprekidno u normi, za
svako 4 eX. U sluCaju F=X* grupu 7, nazivamo Coy-grupa, a ako je
F =X+ 1, nazivamo Cy*-grupa.
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Najvaznije grupe koje ovdje posmatramo spadaju u jednu od sljedece
tri kategorije:

(1) jako neprekidne unitarne grupe na Hilbertovom prostoru, tj.
X=F=%H gdjeje H=3* Hilbertov prostor;

(2) jako neprekidne grupe *-automorfizama na C*-algebrama.
Moze se pokazati da su ove grupe automatski izometrije;

(3) slabo  neprekidne  grupe *-automorfizama  von
Neumannovih algebri, tj. X=M, F=M= U ovom slucaju je
uslijed Teoreme 2.28, uslov (4) automatski ispunjen. Ako je
t = U, jako neprekidna grupa unitarnih elemenata, takvih
da UMU* < M, zasve t,onda je t > 1(4) = UAU*
slabo neprekidna grupa *-automorfizama algebre M.

Propozicija 3.18. Neka je t— 1, o(X, F)-neprekidna grupa izometrija
i neka je u Borelova mjera ogranicene varijacije na R. Tada za svako
AeX postoji BeX takav da je

nB) = In(rt(A))du(t) , za svako nerF.

U skladu sa ovom propozicijom da¢emo sljedecu definiciju:

Definicija 3.19. Ako su operatori A i B povezani kao u Propoziciji
3.18, onda pisemo

B= j 7 (A)du(t).

U dokazu Propozicije 3.18. bi¢e od koristi sljedeca teorema
koju ¢emo navesti bez dokaza.

Teorema Krein-Smuliana. Konveksni zatvoreni omota¢ co A slabo
kompaktnog (tj. o(X, X*)-kompaktnog ) skupa ACX je slabo
kompaktan.

Dokaz Propozicije 3.18. Primjetimo prvo da je konveksno zatvorenje
bilo kojeg o(X F)-predkompaktnog podskupa prostora X, o(X F)-
kompaktno. U sluCaju F'=X* to slijedi iz teoreme Krein-Smuliana, a u
slucaju F =X iz teoreme Alaoglua.
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Uzmimo po volji Evrst 4 €X. Tada se preslikavanjem podprostora F' u
skup kompleksnih brojeva C, datim sa

Fsn— [n(z,(4)du() ,
definiSe linearan funkcional na F:
fn) =[n(z,(A)du@t)  (neF). (*)
Tako je
S| < [|n(e, ()du)] < [ e, (Dduo)

= [l 4ldace) = lnl-J41f ety = (- L)

b

gdje je Hu” totalna varijacija mjere L.

Dakle, za sve neF, vrijedi

lf ()| < Mln

Ovo znacCi da je f funkcional na F: feF™*

. edieje M= 4]

Sada se na i1zraz f(7), zadan sa (*) moZe, pri promjenljivom nerF,
gledati kao na djelovanje funkcionala neFcX®* na vektor feX, 1
pisati

n) =[n(,()du(t)  (neF).
Na kraju, ako piSemo B umjesto f imamo

n(B) = [n(z (A)dut)  (neF),
Ako je F=X* ondaje F*=X** paje feX**

Dokazimo da feX, tj. BeX.

Kako je F=X* toje o(F,X)-topologija na F u stvari o(X* X)-
topologija na X* Ova topologija je najslabija od svih lokalno
konveksnih topologija na X* u odnosu na koju je prostor svih
neprekidnih funkcionala jednak X. Isto tako je poznato da je
Mackayeva topologija t©(X* X) najjata od svih lokalno konveksnih
topologija na X* u odnosu na koju je prostor svih funkcionala jednak
X.
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Ako dokaZzemo da je na§ funkcional t(X* X)-neprekidan, onda smo
dokazali da feX.

Napomenimo da se Mackayeva topologija t(X* X) zadaje pomocu
familije polunormi na sljede¢i nac¢in. Uzmimo proizvoljan zaokruzen
skup K 1z X koji je o(X,X*)-kompaktan. (ZaokruZen znaci: ako
Aek, reC, |1|=1,onda A4eK.)

Tada za svaki funkcional geX* stavljamo, po definiciji

e =suplg(x)
xekK

Ovim je definisana neka polunorma HH « ha X* Ako K mijenjamo

na sve moguce nacine, dobijamo familiju polunormi definisanih na X*
koja generiSe t(X* X)-topologiju.

Da bi dokazali da je na$ funkcional f t(X* X)-neprekidan dovoljno je
dokazati da postoji konstanta M za koju vrijedi

Lfm| < Mln|, vneF (4. neX®),

za neki o(X, X*)-kompaktan skup u X.

Pretpostavimo najprije da mjera x 1ima kompaktan nosa¢ sadrZzan u
nekom segmentu [-4,4], tj. da je

[edun=0,

za svaku funkciju g(¢) koja iS¢ezava u segmentu [-4,A4].
Za nas$ funkcional f,

f) = [n(,(D)du(t) . neF(=Xx"),
1mamo

f) = [z, (A)du(0) = [z, (A)du() . (A)

Po pretpostavci o grupi 7, preslikavanje
t—>17 (A)

kompaktnog skupa [-A,A] u X je o(XX*)-neprekidno. Kako je
neprekidna slika kompaktnog skupa kompaktan skup, to je i slika K
tog preslikavanja o(X, X*)-kompaktan skup.

Odavde 11z (A) je,zasvaki AeX 1 neX*=F,
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[F@] < [|n(e, (A)fdpate) < supla(Oldue

A
= [l ety =l o]
-2

Znaci, za sve neX®* imamo

< ed-Inl, -
paje f t(X*X)-neprekidan funkcional na X* Odavde slijedi feX, tj.
BeX.

Ukoliko mjera ¢ nema kompaktan nosac, odaberimo rastu¢i niz {K,}
kompaktnih podskupova skupa R takvih da |u|(R\K,) — 0. Tada za
svako n moZemo naci element B,eX zakoji je

n(B,) = [n(,(A)du(t)  (neF).

[z procjene
n(B,)— )| <] -|4] || R\K.)

slijedi da je {B,} normiran Cauchyev nizu X idalimes B = lim B,

zadovoljava jednakost f(n) = n(B). [

Primjetimo da Propozicija 3.18. vrijedi pod op¢ijim uslovima
od navedenih. Naime, svojstvo (4) u definiciji 7; je suviSno, jedina
svojstva prostora F' koja su koriStena su

@ 4| =sup{pca|:n e Fif| <1} ;

(11) o(X, F)-zatvoreni konveksni omota¢ svakog o(X,F)-
kompaktnog podskupa prostora X je  o(X F)-
kompaktan.

Definiicija 3.20. Neka je t1— 1, o(X F)-neprekidna grupa izometrija.
Element AeX nazivamo analitickim za t;, ako postoji traka

Li={z: |Imzl<1)}
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u C ifunkcija f:1, - X sa osobinama
(1)  f(t) =1(A), za teR,
(1) zr~~>n(f(z) je analiticka za sve neF.

Pod ovim uslovima pisemo

fz) =o0(4) , zel,.

Naredna propozicija kazuje da je slaba analiticnost iz uslova
(11) ekvivalentna jakoj analitiCnosti.

Propozicija 3.21. Ako je element A t,—analitican na traci 1, onda je
A jako analitican na 1, tj. ako je f(z) = 0:(A) onda vrijedi

(i1") %irr(lj[f(z+ h) —f(z)] postoji u normi za z€l .

Dokaz. Ako zeI,, oznacimo sa C kruznicu s centrom u z radijusa
r takvuda Cc I,, asa K krugs centromu z radijusa 4. Za svako

xeK, prema Cauchyevoj formuli vrijedi,

o) = =[N ay -y er
my y—x

Dakle, za z+h, z+gekK, vrijedi
b

p {1[n<f(z+h))—n(f(z))]—i[n(ﬂz+g>>—n(f(z))]}=
-g |h g

_ 1 I n(f(») '
2w (y—z—h)(y—-z-g)y—2)

Za fiksno 7, apsolutna vrijednost desne strane jednakosti je uniformno
ograniCena, jer udaljenost K od C iznosi .

Dalje, svakim vektorom

1 | fz+h)-f(2) fz+g)-f(2)
h—g h g

(*)

definisan je linearni funkcional Bj, na prostoru F koji na neF,
djeluje po pravilu
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Bh,g(n)n[ ! {f(“h)—f(z)_f(z+g)—f(z)D

h—g h g

_ L in(fz+h)-f(2) n(f(z+g)—f(2))
h—g h g '

Znaci, svaki vektor oblika (*) se (za razne & 1 g) posmatra kao
element iz F*

Sada moZemo primjeniti princip ravnomjerne ograni¢enosti na familiju
funkcionala Bj . (tj. na familiju vektora (*) kad se oni posmatraju kao
elementi prostora F*).

Postoji, dakle, konstanta y za koju vrijedi

HBhag

F*Sy , zasve h1ig,

oznacili normu prostora F'*,

gdje smo sa H e

Vidimo da je

1 {f(2+h)—f(2)_f(Z+g)—f(Z)} <

Ako je F=X* t. F*=X** odavde slijedi

L1 [fE+h) -/ fe+9)-f(2) <y (+%)

\h—g h g
gdje HH oznacava normu u X (zbog izometri¢nog ulaganja prostora X
u X*¥).
Ako je F* =X, onda je H . HH pa opet imamo (**).
Iz (**) slijedi

z+h)—f(z z+g2)—f(z
D)= [(2)_ [(z+8)=[( >% <yhd

h g

ili

le( ()| <7h-gl , (**%)
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gdje smo sa ¢@(x) oznacili vektorsku funkciju

fz+x)=f(2)
. :

Iz (***) 11z principa konvergencije za funkcije slijedi da postoji
konacan lin(l) @(x), tj. postoji

im LG =)

x—0 X

df (z)

z

a to znaci da postoji 1 . O

Propozicija 3.22. Ako je t = 1, o(X F)-neprekidna grupa izometrija i
A eX, definisimo

A = @jT[(A)e_”tzdt (n=12..).

SHAH za sve n i

Tada je svaki A, cijeli analiticki element za T, ‘An

A, > A (mn—>0) u ofX,F)-topologiji. Uz to, 1, -analiticki elementi
obrazuju o(X, F)-gust podskup prostora X.

Dokaz. Ako u Propoziciji 3.18. odaberemo mjeru u(?) tako da je
du@) = e dr ,

.. —_ — 2 . . . . .o
tada, za svako z, funkcija e " eL’. Zaista, primjenimo na funkciju

—n(w—Rez)2

e (gdje je w nezavisno promjenljiva) Cauchyevu teoremu
duz putanje na slici

iy

v

B 0 A X (-B=4)

pustajuéi pri tome da 4,B — oo . Tada ée integrali duz duzi 4D i
BC teziti ka nuli, pa tako dobijamo

+00 ~+00 {—Rez=r ~+00

—n(t—z)? —n(t—Rez)? 2 _2
J'e”(t)dtz.[e”(tm)dt = Ie”drz e’ ds,

-
I I Jerar=]
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Sto znadida e el
Iz Propozicije 3.18. sada slijedi da je

£, =2 [z (e di

dobro definisano za svako zeC .
Za z=seR imamo

1) =t e e = e [z (e dr

= rs( \/%jrt(A)e*"’zdt ): T.(4,).
Uz to je, za neF,
n(f,(2) = [n(,(A)e " dr.

Kako je |n(z,(4)|<[n]-|4

konvergencije slijedi  da je sa z ~ n(f,(z)) data analiticka funkcija.
Dakle, svaki 4, je analiti¢ki element za 7;.

, 1z Lebesgueve teoreme dominirane

Dalje, moZemo izvesti procjenu
[4.01<sup{ [, Wz [e ar=]4].
Primjetimo da je
(4, —A) == [e" (n(x, (D) -n(A)dt , zasve neF.
Za svako & >0 mozemo odabrati &>0, tako, da iz |¢| <6, slijedi
[n(n(A4)-nA)|< §.

Zatim, mozemo odabrati dovoljno veliko N tako da vrijedi

@ e Mdi<_ €
™ < i

|t]=8

Ako je n >N dobijamo
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(A=A < = e n(z,(A)—n(A)dt
|

f<s

n(r,(A)—n(A)|dt +\/§ J‘e—mz
\

125

<57 [e a2l JAE [ ae

|t|<s 1|26

<

+5 =&

o™
(N1

Dakle, 4, = A4 u o(X,F)-topologiji. [

Korolar 3.23. Ako je tr— 1, o(X,X*)-neprekidna grupa izometrija,
onda je t = 1, jako neprekidna, tj. t > 1(A) neprekidno je u normi za
svako AeX i X sadrzZi gust u normi skup cijelih analitickih elemenata
za 1.

Dokaz. Prema Propoziciji 3.22, skup cijelih elemenata formira
o(X X*)-gust podskup u X. Ovaj podskup je, jasno, podprostor, te je
kao posljedica Hahn-Banachove teoreme, gust u normi u X. (Ako
podprostor nije gust u normi, tada bi postojao nenulti linearan
funkcional koji i8€ezava na zatvorenju podprostora. No, to je
protivrje¢no ¢injenici da je podprostor gust u o(X, X*)-topologiji.) Ako
je A analiticki element, tada je, prema Propoziciji 3.21, preslikavanje ¢
—1(A) diferencijabilno u normi i prema tome, neprekidno u normi.
Kona¢no, za neko opée 4€X mozemo pronaci niz A, analitiCkih
elemenata koji konvergira ka A4 1izvrSiti procjenu:

7. ()= 4| <z, (4-4,)

+le(4,)- 4,

+]

A, -4

=24, - 4| +|r.(4,)- 4,

.U

Korolar 3.24. Ako je t1— 1, o(X, X+)-neprekidna grupa izometrijai Y
skup elemenata

A takvih da je t - 1(A) neprekidno u normi, onda je Y zatvoren u
normi, o(X,Xx)-gust

podprostor prostora X i Y je zatvorenje u normi skupa cijelih
analitickih elemenata po T,

109



Pregled modularne teorije Tomita-Takesaki

Dokaz. Ako je Yy zatvorenje u normi skupa cijelih analitickih
elemenata, onda kao u dokazu Korolara 3.23, mozemo utvrditi da je

restrikcija T‘YO jako neprekidna, a prema Propoziciji 3.22, skup Y, je
o(X, X+)-gustu X.

Sada se lako moze vidjeti da ako je A4 cijeli element za 7, onda je
7.(A) ciyeli za zeC. Dakle, cijeli elementi za T‘YO podudaraju se sa

cijelim elementima za 7. Kako je Y zatvorenje u normi skupa cijelih
elemenata za 7|, , iz Korolara 3.23. slijedi Yy=7Y. O

Primjetimo, na kraju, sljedeée: ako je 7(4) = A" A A™ slabo
neprekidna grupa *-automorfizama von Neumannove algebre, gdje je
A pozitivan, invertibilan, hermitski operator, tada je

w.(A) = A"AA” | za svaki analiti¢ki element A.

Obje strane jednakosti posmatraju se kao bilinearne forme na cijelim
vektorima grupe ¢ »A". Jednakost slijedi iz ¢injenice da je funkcija,
analiticka u traci oko realne ose, odredena svojim restrikcijama na
realnu osu.

Ovu jednostavnu Cinjenicu ¢emo Cesto koristiti u narednom poglavlju.
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3.4. SAMODUALNI KONUSI I STANDARDNE
FORME VON NEUMANONOVIH ALGEBRI

[ u ovom poglavlju M oznac¢ava von Neumannovu algebru na
Hilbertovom prostoru H sa cikli¢kim i separiraju¢im vektorom £2. Sa
A 1J oznaavamo respektivno modularni automorfizam 1 modularnu
konjugaciju asociranu paru (M,€2). Odgovaraju¢u grupu modularnih
automorfizama oznaCimo sa o, a M, *-algebru cijelih analitickih
elemenata za o©.

Konacno, antilineani *-izomorfizam j: M — M’, definiSimo sa
Jj(A) = JAJ.

Definicija 3.25. Zatvorenje skupa
{AjA)Q : AeM )

nazivamo prirodni pozitivni konus 2 asociran paru (M,€)).

Propozicija 3.26. Zatvoren podskup P cH ima sljedece osobine:

(1) P=AMO=A"MQO=AMQ=A"MQ ,
pa je, prema tome konus 7 konveksan;
(2) A"?7=2 zasve teR;
(3) ako je f pozitivno definitna funkcija, onda je f(InA) 7P 7
(4) ako &e?, onda JE =&
(5) ako AeM, ondaje Aj(A)Pc?
Dokaz. (1) Primjenom jednakosti oy(d) = A A A" | za AeM,,

dobijamo
o (Ao (450 = NTPANTV AT gx A0
= NAAT-NA*ATQ = A AA*AQ = N AA*Q)
jerje A*Q=Q, zasvako t.

Dalje, koriste¢i ¢injenicu da je A’ hermitski operator za teR, imamo
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o (40 = ATV AXAVQ = A AFATQ = (ATAN J*Q

1

=l (o =8l (b= JA%J%(A)Q — NN ANQ
= JAANQ = JA AN (A Q) = JATAAQ = Jo_ (O .
[z prethodno provedenih racuna, za 4 eM,, dobijamo
N AA*Q = o_ (Do (490 =0 (HQ o, (HQ =
= o (A0 JA%Gi.(A)Q = o (4Jo_, (4)JQ

= BJBJQ = Bj(B)Q,
gdjeje B=0 ,(A4). Kakoje o ,(M,)= My 1 M, jako* gust u M,

1z prethodne jednakosti i1 teoreme Kaplanskog slijedi

Bi(B)Qe AM.Q = AMQ , zasvako BeM.

Otuda je

PcC Aij\LQ C A%I/VLQ .

Obratno, prema teoremi Kaplanskog, My je jako* gust u M., dakle,
Mo+£2 je gustu M. Q. Za ywe M Q, odaberimo niz 4,eM,+ tako da

A,Q2 —>y. Tada je, prema jednakostima na pocetku dokaza, AiAnQ eP.
Uz to imamo da je

INAQ=40>y=JAy,
prema tome,

| 2 1
Ny —4,.0) = (- A4Q8 (- 4,0) > 0.

Odavde dobijamo A%l// eP i A MQ P

Kombinacija ovih dviju inkluzija daje

IS

P=AMO C AMO .
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Ako je P prirodni konus, koji odgovara paru (M’,£2), onda je P’
zatvorenje skupa elemenata oblika

Aj(A4 )2 = j(i(A))j(4 )22
=Jj(A)AQ
= 4jA)Q,

gdie je A=j(4)eM. Dakle, P = P. Buduéi da je A’ modularni
operator koji odgovara paru (M’,€2), to iz prvog dijela dokaza slijedi

P=P =AMQ=A"MQ .
Ovim smo kompletirali dokaz osobine (1).
(2) Iz osobine (1) iiz jednakosti
NATMQ = AN MO
= Ao, (M,)Q=AMQ
slijedi osobina (2).

(3) Prisjetimo se da su pozitivno definitne funkcije oblika
f(x) = [e™du(),
gdje je u pozitivna kona¢na Borelova mjera na R. Stoga je
f(inA)= [A'du(r).
Zbog zatvorenosti konusa 2P, slijedi osobina (3).
(4) Iz jednakosti
JAJ(A)Q = j(A)AQ = 4j(4)2,
slijedi osobina (4).

(5) Ovo svojstvo slijedi iz jednakosti
Aj(A)Bj(B)Q2 = ABj(4)j(B)2 = ABj(AB)L2,

u kojoj smo koristili ¢injenicu da j(4)eM’, ako AeM. [
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Sljedeca propozicija predstavlja pripremu za dokaz da je konus
P samodualan.

Propozicija 3.27.
(1) Neka ned ipretpostavimo da je (n, A2)>0 za AeM.. Tada
postoji pozitivan, hermitski operator Q' asociran sa M~ takav da
vrijedi n=0'Q.
(2) MQ i MQ sudualni konusi u H t.

MQ={EcH,; (En)=0 zasve ne M},

MQ ={EeH; ()20 zasve ne M Q).

Dokaz. (1) Defini§imo operator 4" na skupu D(4") = ML pomocu
A'AQ=An , AeM.
Za svaki unitarni operator UeM vrijedi
A'UAQ = UAn =UA’AQ,
tj.
UA'U*=4".
Osim toga,
(A€, A’AQ) = (A, An) = (n, A¥AQ) > 0.

Prema tome, A~ je pozitivan, simetrican operator. Neka je Q°
Friedrichsova ekstenzija operatora 4" Tada je Q" pozitivan, hermitski
operator 1, zbog jedinstvenosti Friedrichsove ekstenzije, vrijedi

UQ'U*=(Q’, zasve unitarne elementau M.

Znaci, UQ = Q'U, tj. Q" komutira sa svakim unitarnim operatorom
U iz M. Zbog toga on komutira i sa svakim hermitskim operatorom,
jer se svaki hermitski operator 4 iz ‘M mozZe napisati u obliku

A =i(U+D)(U-I)" ,  gdjeje U unitaran operator.

Kako se svaki operator 4 moze prikazati u obliku zbira dva hermitska

operatora: 4 = 44 + 4L 'to O komutira sa svakim operatorom iz M.

Dakle, operator Q" je asociransa M’ 1

0Q=4Q=n1.

(2) Uvedimo najprije za svaki podskup Kc# notaciju
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K ={neH, ({(n)=>0 zasve EeK}.
Za A€M+ 1 A’Ej\/l+, je

(AQAQ) = (L L QAQ) = (L2Q,(A2)* 4Q)
— (LA AQ) = (A4QA4Q) >0,

jer A'eM.’, paje za O= 40 eH, (Q,A40)>0.

Takoje MQ cMQ™ 1 MQ cMQ". Akoje neM Q" ,onda iz
prvog dijela propozicije slijedi n = Q2 , za pozitivan hermitski
operator (" asociran sa M.

Ako je E,  spektralna projekcija operatora O~ koja odgovara
intervalu [0, n],tada Q'E, eM." i liir;Q'E;Qz 0'Q=n.

Odavde dobijamo neMQ 1 MQ = MQ. [

Sada se moze potvrditi najvaznija geometrijska osobina konusa 2.
Propozicija 3.28.
(1) 2 je samodualan konus, tj. = 27", gdje je

P ={neH; (£,n7)>0 zasve EcP).

(2) Konus 2 je ostar, tj.
PN (-P ={0).

(3) Akoje JE= ¢, onda & ima jedinstvenu dekompoziciju
S=¢&1—¢ . gdje &1, P T & LS.

(4) Prostor H je linearno razapet sa 2.

Dokaz. (1) Ako AeM: 1 A'eM,’, onda je
(AQ A = (A7)0 4D,

gdje je A hermitski operator i 4> 0 t. (& A &> 0
VEeD( A*)). Znadi,

(AQ A Q) = (L A QAQ) =(L4Q LA4Q) =(L QA AL,

115



Pregled modularne teorije Tomita-Takesaki

jer A” komutira sa A eM..
Odavde slijedi da je posljednji izraz nenegativan, jer je 4" > 0.

S obzirom da se svaki element iz 27 moZe napisati u obliku A%AQ,
AeM; (. uobliku A AQ , A eM,’), bice

(NAQ,A A Q)= (AQ A'Q) = (Q A A" A4 Q) >0,
pa je, prema Propoziciji 3.26(1), Pc P".

Obratno, pretpostavimo da P ™, tj. ({n) >0 zasve neP.
Prisjetimo se sada da pozitivan operator A moZemo napisati u obliku

integrala
A& = [AdE,¢ (1)
0

gdje E, predstavlja spektralnu familiju operatora A. Ako je f(A1) neka
neprekidna funkcija definisana na [0, +oo], tada ¢emo sa f(4) oznaliti
operator definisan sa

A= [ f(AEE . )

_(na)?
Ako za funkciju f(4) odaberemo niz funkcija fy(Ink) = e >
dobicemo vektore

90 (n)?

g =Je e .

0

Pokazimo da vektor &, pripada svakoj oblasti definicije operatora A°,

ae C, gdje je operator A” definiran sa
AE = j)ﬂdEg . (3)
0

Pri tome, & € D(A") ako i samo ako integral u (3) konvergira. Treba,
dakle, provjeriti da li integral

0

[raEe,

0
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konvergira, za svaki a e C.

Imamo

(In 4

]‘)l“dElafn =Tl“dElTe ) dE ¢ . (4)
0 0 0

Iz osobina spektralne familije E; slijedi da je

0 (Inw)? A nw?
2 o 22
E,Je * dEE = [e » dE,E
0 0

pa je
© (nw? A )’ _()?
dE, j e ™ dEE =d j e " dEE =e * dE,¢.

0 0

Vidimo da integral na desnoj strani jednakosti (4) ima oblik

00 (Inp)? o0 (Inp)?
e » dEE = (e " dE
e yé = le yé .
0 0
Kako je funkcija
alnzfiﬂ“’f (a—12)in
e 2n =e 2n

ogranicena na intervalu (0,+0), to ovaj integral konvergira, pa odatle i

slijedida ¢, e ﬂD(A“) . Osim toga, &, —>¢.

aeC

Neka ne?. Kako je f, pozitivno definitna funkcija to, prema
Propoziciji 3.26(3), f,(InA)neP.

Stoga je
(Gw 1) = (& fu(lnA)n) 20, neP.

Neka je AeM.. Tada A'AQe? i

(A&, AQ) = (£, A AQ) >0,

Odavde 1 iz Propozicije 3.27(2) dobijamo Al EeMQ =MQ.

117



Pregled modularne teorije Tomita-Takesaki

Dakle, fneA_% M QcP. Kako je konus P zatvoren, & = lim¢&, P,

tj. P°cP.
Time je potvrdena samodualnost konusa 2.

Osobine (2), (3) 1(4) su posljedica osobine (1).
(2) Ako EeP N (-P)=PnN(-P"),tadaje (& -&) = 0. Dakle, £=0.

(3) Pretpostavimo da je JE= & Kako je P zatvoren konveksan skup u
Hilbertovom prostoru to postoji jedinstven &; P takav da vrijedi

|e-&|=int{ |¢-n|; ner }.

Stavimo & = & — & 1 pretpostavimo da je ne? 1 A > 0. Tada
EtAneP i

I - < e+ an-¢ [ .
. |&" < [l&, + An| . Ovo je dalje ekvivalentno sa
Rl +2ARe(&, 1) =0, zasve 2>0.
Dakle, mora biti Re(&, 7) 2 0. Sada iz JE=& 4. J&-J& =&—& i

iz J& =& slijedi JE =&, Zbog neP je Jn = n. Na taj naCin
dobijamo

(&2, ) = (J&2 In) = (&,,1)

pa (&, n) mora biti realan broj. Znaci, (&, n) > 0.
Kakoje P=7", to & eP. Dakle, E=¢&,-&, &,E€P.

Dokazimo da je &;1&. Zbog (I- )& eP,za 0 <AL 1, vrijedi

e, ¢ <ja-ng-¢] .
t.
.l <l - 28]

Ovo je opet ekvivalentno sa
2l 2@ 20,

pa mora biti (&£;,£)<0.No,1 & 1 & suiz P, dakle, (&,&) = 0.
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Da bi dokazali jedinstvenost dekompozicije, posmatrajmo dvije

dekompozicije
_ E§=6—& , & &eP, &lé
i
E=n-n2 , numeP, nln.
Tada je
Sr—m=8&-n:
1zbog toga

Hél _’71H2 =(&1—n1 &—m2) = ~(M1, &) — (&1, 1) <0.

Znaci, & = ny, a kao posljedica toga 1 & = n,. Time smo dokazali da
su posmatrane dekompozicije identicne.

(4) Ako je & okomit na linearni omotac konusa P, onda £e? "= P.
Dakle, (& §)=01 &=0. O

Primjer 3.29. Neka je M =L(H), gdje je Hilbertov prostor H
kona¢nodimenzionalan. Posmatrajmo normalno stanje @ zadano
pomocu matrice gustine p,

o(A) = Tr(pA) , zasve AeM.

U Primjeru 2.5. pokazali smo da je @ vjerno stanje ako i samo ako je
o invertibilna matrica. Koriste¢i jednakost za modularne grupe

O-tw(A) — pitAp_it,
datu u Primjeru 2.16, nalazimo
P={\ya: \|/A=n0,(p%A*Ap_% )Q,, AeM }.
Iz
(ws, wa) =Tr(p(p*B*Bp * )(p*A*4p *))
= Tr((Bp* 4)* (Bp* 4)) 20

slijedi uslov dualnosti.
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Propozicija 3.30. ( Univerzalnost konusa 2)
(1) Ako je e, onda je vektor & ciklicki za M ako i samo ako je
& separirajuci za M.
(2) Ako je Ee? ciklicki, dakle separirajuci vektor, tada modularna
konjugacija J¢ i prirodni pozitivan konus Z:, asociran paru (M, &),
zadovoljavaju jednakosti

Jg =J, =27

Dokaz. (1) Ako je vektor £e? cikli€ki za M, onda je J& ciklicki za
M'=JMJ. Dakle, vektor &= J¢& je separiraju¢i za M 1 obratno.

(2) Nekaje S¢ zatvorenje preslikavanja
AE > A*E, AeM,
a F zatvorenje preslikavanja
A'E>A*E AeM'.
Za svako A€M imamo
JFeJAE = JF:(JAJ)E
= J(JAJ)*&
=A*E = S:A¢E.
Dakle, Sec JFeJ.

Simetri¢nim argumentom dobijamo F:c JSs/ 10otuda JSe = F/ .
Otuda je

(JS@)* = Sg*.]: F§J= JSg )
Sto pokazije da je operator JS; autoadjungovan.

Pokazimo da je operator JSg pozitivan. Kako je operator JSg jednak
zatvorenju svoje restrikcije na ME&, dovoljno je pokazati da je

(A& JSeAE) 20, za AeM.
Osim toga, vrijedi
(A, JSLAQ) = (AS, JA*E)
= (& A%j(A%)§) 20,
jeri &1 A*j(A*)E leze u konusu 2.
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Sada imamo
Se=J.A;> = J(JS2.
Zbog jedinstvenosti polarne dekompozicije, slijedi
Je=J.

Da bismo dokazali posljednju tvrdnju teoreme, primjetimo da je 2%
generisan elementima oblika

Aj(A)S = Aj(A) s

Po pretpostavci £€P, pa prema Propoziciji 3.26.(5), 1 Aj(A)EeP.
Tako dobijamo

Uz to vrijedi
Znacli,

Nakon razmatranja geometrijskih  svojstava  prirodnog
pozitivnog konusa 2, pokazacemo da se sve pozitivne, normalne forme
na M mogu predstaviti pomocu jedinstveno odredenog vektora u
konusu. Kao posljedicu toga mozemo zakljuciti da sve automorfizme
algebre M moZemo zadati pomocu unitarnih elemenata u odnosu na
koje je konus invarijantan.

Teorema 3.31. Za svaki vektor E€? definisimo pozitivnu normalnu

Jormu wze M« sa
0 () = (£ A8, AeM

Tada vrijedi:

(1) za svako we M« postoji jedinstven vektor E€ P takav da je
W= W,
(2) preslikavanje & = g je homeomorfizam kada su 2P i M«

snabdjeveni normiranom topologijom. Osim toga, vrijedi i slijedeca
procjena

g =nl” <J: —o,| <lg -n]-|5 +nl.
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Napomena. U teoremi smo definisali preslikavanje SeP > w:eMx .
Inverzno preslikavanje oznacimo sa ® — (). MoZe se dokazati da je
preslikavanje @ - &{(w) monotono rastuce i konkavno u odnosu na
prirodni poredak konusa M= 1 P 1izvesti formulaza &(w), akoje w

<Cwq, zaneku konstantu C. U tom slucaju, koriste¢i Teoremu 3.19,
dolazimo do zakljucka da je w(d) = (A'Q, AA'Q), za A eM.’.

Odavde dobijamo  &@=|AA%Q , adic je ‘A’A‘i pozitivan dio

polarne dekompozicije operatora AN

Sada ¢emo navesti 1 vaznu posljedicu prethodne teoreme.

Korolar 3.32. Postoji jedinstvena unitarna reprezentacija
a € Aut(M) -~ U(a)

grupe Aut(M ) svih *-automorfizama algebre M na prostor H
koja zadovoljava sljedeca svojstva:

(@) UAU()*=ad) , AeM,
(b)) Ulw)Pc 7 iosimtoga,
Ul@)&(@ = &a™"(w), we.,
gdje je (a*w)(4) = af(a(d)) ;
(¢) [Ulw), J] =0.

Preslikavanje acAut:M - U(a) e U(Aut:M ) je homeomorfizam ako
su skupovi AutM i U(Aut M ) snabdjeveni normiranom topologijom.
Ovo preslikavanje je, takoder, homeomorfizam i kada je U(AutM )
snabdjeven slabom, jakom ili jakom* topologijom (koje su
ekvivalentne) i Aut’M  snabdjeven topologijom jake konvergencije
elemenata iz Aut(M )* na M«. (a—>f u ovoj topologiji ako i samo
ako a*(w) — P*(w) unormiza svako weMsx.)

Dokaz Teoreme 3.31. 1 njene posljedice je prilicno dugacak.
Radi bolje preglednosti razbi¢emo dokaz te teoreme na nekoliko lema.

Lema. 3.33. Neka su vektori & i & ciklicki i separirajuci za M i
neka je Hy cetverodimenzionalni  Hilbertov prostor sa
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ortonormiranom bazom n;, i,j=1,2. Neka je F algebra 2x2 matrica
generisana na ; matricama Ej; koje su definisane sa

Einu=0uni.

Osim toga, neka je F ' komutant algebre F, tj. algebra 2x2 matrica
generisana onim Fy; za koje Fiinuy = 0N .

Konacno, neka je A= HOH,, Q= EOn;+EON,, N=MOF i
neka je Uy:H—>A izometrija definisana sa Uy &= E&n ;.

Tada je €y ciklicki i separirajuci vektor za N na A Odgovarajuca
involucija S, asocirana paru (N, £2y) zadovoljava jednakost

So, = UnS; Un*+ UxS, . Up*+UpS, . Uy*+ UxnS, Ux*,

gdjeje s S, . oznaceno zatvorenje operatora koji je na M&; definisan

sa
S§1,§2A§2 :A*r‘;[ s AeM
Dokaz. Svakielement 4N je oblika
A=) 4, ®F,, gdie AjeM.

i
Tako je
Ay =A11E®n + A126:@n12 + A21E@n21 + A2:5:Q1:, .

Ovo pokazuje da je vektor (2 ciklicki i separiraju¢i za 2N, tako da
mozemo definisati S, kao zatvorenje preslikavanja

AQ() A *Qo , AeN.
Koriste¢i gornju notaciju 4* se moZe napisati u obliku:

A*=A11*QE 1 + A2 ™ ®E; + A1y QFE> + A2*QF),

A*Qy = A11*8,®n + A21*E@N12 + A12*E®M21 + A22*E:@ 1) .
Uzimajuci zatvorenje obiju strana gornje jednakosti dobijamo

zatvorenost operatora S 1
‘51 5(52

So, =UnuS; Un*+ UxS, . Up*+ UpS, U™+ Un S, Upp*. [
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Lema 3.34. Zadrzimo oznake iz Leme 3.33. i pretpostavimo da je

1
— 2 . .o 14
Se e, = Jes AL, polarna dekompozicija operatora S, . . Tada ce

vrijediti

Jo, =UnJ Un*+Usd. . Up*+ Upd, . U™+ UndJ, Uxn*

Ao, = UnA, Uy* + U A, o U™ + U A, o Us™ + U A, U™

Dokaz. Akose S, , Jo 1 Ag posmatrajukao 4x4 matrice, odmah

se vidi da je desna strana prve jednakosti leme izometrija sa A na A,
a da je desna strana druge jednakosti leme pozitivni hermitski operator.
Zbog jedinstvenosti polarne dekompozicije, dovoljno je potvrditi

jednakost J, A%QO =S, » Sto slijedi neposredno iz jednakosti leme. (|

Lema. 3.35. Zadrzimo oznake i pretpostavke iz Leme 3.33. i Leme 3.34.
Tada postoji jedinstven unitaran element U e M’ takav da je

Jo, (I®E21) J o = U®Fy,
za koji vrijedi

Joo=UJy, Jee=J U™, J =UJ U™

Dokaz. Kakoje J éo =1, to prema Lemi 3.34, vrijedi

Jo o J

seJas =4 =1.

&b Jeﬂ &2

Za vektor e, sada imamo

Jo, (IBE 1) Jo (D £, ®n,) = E1®n + E,®ny =
i

= (IOF1,)( ) &, ®n;) .

Zbog tog je
JQo (I@E]])JQO = I@F]] B
1 slicno

JQo (I®E22)JQO :I®F22.
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No, I®E); je parcijalna izometrija, s pocetnom projekcijom I®FE;; i
finalnom projekcijom I®E»,. Znali, J, (I®E>)J,  mora biti

parcijalna izometrija s pocetnom projekcijom I®F;; 1 finalnom
projekcijom I®F;;. Kako je

Jo, ABE2) J eN' = MQF,
to postoji unitarni element U’'e M’ za koji vrijedi
Jo, (IBE>)) J o = UBF); .
Dalje, za £eH , moze se iskoristi Lema 3.34, i izraCunati
(Je, e ION2 = Jo (EOM21)
= Jo, A®E21)(®N11)
= Jo, (I®E>) J o J o (§9M11)
= (UBF)(J .5 ®n1)
=(U"J.$)®n;:.
Dakle, J. . =U"J, .
Adjungovanjem dobijamo J. . = J. U™ . Konacno, za e, je
(J:,8)®Mm12=J o (E&M22)
= Jo, (IQE2) Jo Jq (58112
= (UF2)(J, U™®n21)
= (U J, U*5)®n::.

Prema tome,

J,=UJ U*. C

Za svaki par vektora &, & , ciklickih 1 separiraju¢ih za M,
ozna¢imo sa (&, &) unitaran element U'eM” dobijen u Lemi 3.35.
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Lema 3.36. Ako su vektori &; i & ciklicki i separirajuci za M i ako
je U'eM’ unitaran element, onda je

QU E,E) = U0(8:,8).

Dokaz. Za AeM vrijedi
SUEZ’{:IA&] =A* Ugg = UA*gg = U,Séz,élAél .
Znacli,

Suee = U'Sey -
Zbog toga je dalje
J =U"J

US4 S5 "

TraZeni rezultat sada slijedi iz Leme 3.35. [

Primjetimo da iz posljednje dvije leme slijedi da 6 zadovoljava

lan¢ano pravilo

0(&3,81) = 0(83,8:) 0(82,81).

Lema. 3.37. Ako je & ciklicki i separirajuci vektor za M, onda su
sljedece tvrdnje ekvivalentne:

1 652 =1;
() &€ ;
(i) 7= 2.

Dokaz. (i)=>(ii) Prema Lemi 3.35, iz 6(§ Q) = I, slijedi
Jg = J_Q = J@Q = J.
Stoga, za A eM, vrijedi

(& Aj(4)€Y) = (A4*& j(4)€)
= (S:AQ, JAQ)

= (JA , AQ) JACY

= (A0 N, ,A€) >0.
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Tako & pripada dualnom konusu konusa 2q. Posto je dualni konus
konusa P jednak Pq, znaci, EePo.

(ii)=(iii) Ova implikacija predstavlja Propoziciju 3.30.(2).
(iii)=(ii) Ova implikacija je trivijalna.
(i)=>(i) Ako &£ePq onda za svaki 4 eM imamo
0 <(5 AJaALd) = (A*E JaALD)
= (SeAQ, JoAQ) = (A€, JoS:0A€)) .
Dakle,
(nJaSean) 20, neD(Seq).

Prema Lemi 3.33 1 Propoziciji 3.9, adjungovani operator operatora
Seq Je zatvorenje Fgq preslikavanja
A'QH A* | AeM’.
Na taj nacin, za 4 €M, dobijamo
JoFeaJoAQ = JoF:0JoAJof2
=Ja(JodJ)*&

=A*E = Seadl),
pri cemu smo iskoristili jednakost Joé = &
Dakle,

SeacJaoFeala.
Na sli¢an nac¢in dobijamo

FeaclaSeala,
1 na osnovu toga

JoSea =Feola .
Prema tome,

(JaSea)* =Sca*Jo=FeaolJo=JoSso.

Ovim smo dokazali da je operator Jo Se¢o pozitivan 1 hermitski. 1z
jedinstvenosti polarne dekompozicije slijedi Jo =Jeo jer je
Sé_Q = J_Q(J_()Sé_()).

127



Pregled modularne teorije Tomita-Takesaki

Odavde 11z Leme 3.35, slijedidaje 6(§€Q) =1.0

Sljede¢om lemom dokazuje se Teorema 3.31.(a) za gust skup
formi u M- .

Lema 3.38. Neka je vektor ne# ciklicki i separirajuci za M. Tada
postoji jedinstven vektor E€P sa osobinom

(m, An) = (& AE), zasvako AeM.

Dokaz. Nekaje U'= 0(n,€). Stavimo &= U™n. Kako je U’ unitaran
element algebre M’, to je

(n, An) = (§ AE, zasvako AeM.
Uz to je, prema Lemi 3.36,
0(5Q) = U ™*nQ) =U*9(n,Q) =U*U =1,
pa, prema Lemi 3.37, zaklju¢ujemo da EeP.

Da bismo dokazali jedinstvenost, pretpostavimo da &'e?, gdje
je wg =
Vektor &° je separiraju¢i za M 1 odmah, prema Propoziciji 3.30,
ciklicki. Znaci, 6(£,€2) je definisan. Budu¢i da je ws = ws, to
postoji unitaran operator U’'eM’ takav da je, prema Teoremi 1.17,

E=UE

Na osnovu toga i Leme 3.36, dobijamo
0. €) =0US) =005 =U".
Kako £'e?, 1z Leme 3.37. slijjedi U =1 iotuda & =& [

Lema 3.39. Skup pozitivnih formi ®,, gdje je vektor n ciklicki i
separirajuci za M, je gust u normi u Ms; .

Dokaz. Ako weMs, ,tadaje o, prema Teoremi 2.26, oblika
(’O(A) = 2(5” 9A§n) o
pridemuje > [, <oo.
Svaki vektor &, se moZze aproksimirati vektorom oblika 4,2, gdje

A, eM’.
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No, za 4 M, imamo
(A AA,' Q) = (4> Q Ay ¥4, 4> )

<||4| (2 452 .

Prema tome, skup pozitivnih formi o za koje je
o(4) <a(€d AQ), AeM,
za neku konstantu «, je gust u normi u Mx, .
Prema Teoremi 1.29, stanje @ ima oblik
w(A) = (A°Q, AA’Q), gdjeje A eM,’.

Sada svako A4'eM,” mozemo aproksimirati u normi nekim
invertibilnim elementom B eM,’.

Stavimo 1 = B2 1 dokazimo da je vektor 7 ciklicki i
separiraju¢i za M’.
Akoje An=0 zadeM,ondaje 0=B)'An=A4B)"'n=40Q.
Znaci, iz An = 0 slijedi 4 = 0, pa je vektor n separirajuci za M.
Akoje An =0 zad’'eM,ondaje AB"=0 1 AB =0.1z
invertibilnosti elementa B’ slijedidaje 4" =0, paje n separirajuci
vektor za M. Odavde 1 iz Propozicije 3.3, zaklju¢ujemo da je vektor
n ciklicki za M. 0

Za dokaz nejednakosti iz Teoreme 3.31, trebaée nam sljedeca
lema.

Lema 3.40. Stavimo Hy = P -2 My =M. —M- . Tada je

preslikavanje @ : My, ->H, dato sa A A AQ izomorfizam
uredenja algebre M, na skupu vektora e, takvih da je

-a <&E<af

za neku konstantu o >0 (uredenja su inducirana konusima M. i P).

Dokaz. Prema Propoziciji 3.26, 4 M, povlaci A AQ €.
Obratno, ako je 4 = A* i A'AQ P, tada, za bilo koje A’eM’,

vrijedi
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(A°Q AA'Q) = (A*4°Q, AQ) = (A4 Q N 4Q) >0.

Dakle, A > 0.
Na taj na¢in smo pokazali da je @ : My —> D(Ms,) izomorfizam
uredenja.

Pokazimo da je preslikavanje @ o(M,M+)-c(H,H)-neprekidno
(o(H,H) oznacava slabu topologiju na H). Za A€M, imamo:

(I+ N )AQ = AQ + JA*Q ;
AQ = (I+ N ) (4Q + JA*Q) ;
NAQ = (N +A ) (4Q + JA*Q)
Odavde, za neHs,, dobijamo
(MAAQ) = (N +A )y, 4Q + JA*QY) .
(A +A7)!

Kako je <1, iz prethodnog slijedi neprekidnost

=7,

preslikavanja @, sto je trebalo dokazati.

Pretpostavimo da je —af2 <& < a€2. Nece se izgubi se na opStosti ako
se pretpostavida je 0 <& <2 (Sto se moze posti¢i normalizacijom
vektora &).

Stavimo

2

& =f(0A)E,  gdieje ful) = ¢
Tada &,eD(AP), za sve PeC i, prema Propoziciji 3.26(3), vrijedi
0<¢& =f,(InA)EL L, (InA)Q2 = Q.
Znamo da, za svako 4 'eM’, A A'QeP. Zbog toga je

(A&, AQ) = (&, ATAQ)20.
Odavde 1 1z Propozicije 3.27, slijedi

At ée MO = MQ .
Na sli¢an nacin bismo zakljucili i da je

Q-A"E=AN(Q-E) eMQ ,
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tako da, za 4 'eM,’, dobijamo

0<(A & AQ)<(Q A,
Prema Propoziciji 3.27(1), postoji operator 4,eM takav da je
0<A4,<I i

A& = 4,0,
izbogtoga &, B, gdje je
B = {(D(A) . AEMsa, 0<A4 _<[} .

S obzirom da je skup {4 : AeMs, , 0 <A <I} o-slabo zatvoren, pa
tako i o-slabo kompaktan podskup jedini¢ne kugle M;, u M, i s
obzirom da je preslikavanje @ o(M,M+«)-o(H,H)-neprekidno, slijedi
da je skup B o(H,H)-kompaktan.

Znaci, E=1m¢é €B. O

Lema 3.41. Za vektore &ne? vrijede sljedece nejednakosti
g =nl" <feo; -, | <[l6 =n] ¢ +]

Dokaz. Druga nejednakost vrijedi za sve & neH, jer je
(wz— w))(4) = 5 [(§—n), A(S+n)) + (5+n, A(E—n)] .

Da bismo dokazali prvu nejednakost, pretpostavimo da je vektor &+n
ciklicki 1 separiraju¢i . Kako &+ne? , to prema Propoziciji 3.30.(2),
vrijedi Peiy = P. Takoder je

—(&tn) sé—n<(&+tn).

Primjenom Leme 3.40, u kojoj smo stavili 2 = £+n, zakljuCujemo da
postoji hermitski operator 4 €M, takav da vrijedi

—I1<A<I

&1 = Ay, AEM) .
Odavde slijedi da je
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ng —a)nH > (s — wy)(4)=
= (5 A5 —(n, An)
= Re(E—n, A(Stn)
= (&, A, (6-1) .

_1 1
4 :A4

Kako je J(E-n) =&-n 1 JAS, L., dobijamo

(E-n. AL, (E—n) = (E-n. AL, (1) .
Na taj nacin dolazi se do nejednakosti

o: o, 2 En 4 (A, + 85w 2 e -n

2
’

jerje L(AL,+A

&+n &+n

)>1.

Sada, za opée &n iz P, mozemo naci nizove A,,B, eM." cijelih
analitickih elemenata za o’ takvih da je

E = A A, Q¢
My = A%Bn Q- n.

Dodavanjem ¢,I operatorima A, 1 B, mozZe se pretpostaviti da je
A, 2l >0 1 B, >2¢gd>0. Tadaje A, + B, > 2¢,1, tako da su
A,” + B, invertibilni, a otuda slijedi da su vektori

&+ = A4, +B,)Q
separirajuci 1 ciklicki za M.
Znaci,

2

Ha)gn - a)nn H Z én - r’n

Prelaskom na limes dolazi se do prve nejednakosti leme. [

Kraj dokaza Teoreme 3.31.

U prethodnim lemama smo dokazali Teoremu 3.31.

Zaista, dio (b) Teoreme 3.31. dat je Lemom 3.41, dok dio (a)
Teoreme 3.31. slijedi iz dijela (b) Leme 3.38 11z Leme 3.39.
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Dokaz Korolara 3.32.
Neka je a: M — M automorfizam 1 neka je EeP vektor koji
predstavlja stanje
A (Q a'(1)Q),
tj.
(6 A8 = (2 o' (4)8).

Tada je vektor & separirajuéiza M, a otuda, prema Propoziciji 3.30, i
ciklicki za M.
DefiniSimo operator U = U(a) na ML sa

UAQ = a(4)¢& .
Tada vrijedi

[UAQ| = (& a(d* )& = (€2 4*4) =| 49",

Uzimaju¢i zatvorenje, operator U mozemo proSiriti do izometrije koju
¢emo ponovo oznaciti sa U. Budué¢i da je vektor & ciklicki i
separiraju¢i za M, rang izometrije U je gust skup 1 stoga je U
unitaran, a U* = U, t].

U*dé = a'(4)Q.
Sada, za A4,BeM, vrijedi
UAU*BE = Uda' (B)Q2
= a(da’'(B))E = a(A)BE.
Znacli,
a(4d) = UAU*, AeM,
Sto dokazuje svojstvo (a) za U(a) = U.
Primjetimo, dalje, da vrijedi
SU*AE = Sa'(4)Q
= a'(4)*Q
= o'(4%)Q
= UrA*E
= U*SAE .
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Uzimajuci zatvorenje operatora dobijamo
TN U* = UA, = U%JA,
ili
UJUSUN U* = JA; .

Iz jedinstvenosti polarne dekompozicije slijedi da je UJU* = J, §to je
ekvivalentno jednakosti

(U, J]=0.

Time je dokazano svojstvo (c).

Koristec¢i sada svojstva (a) 1 (c), za 4eM, dobijamo
UAj(A)Q2 = a(A)j(a(A)&
S obzirom da £eP, iz Propozicije 3.26.(5) 11z Propozicije 3.30.(2),
zakljucuje se da je
ur=".

Ako @eMs. tada, vrijedi

(Uc(@), AUS(9) = (s(9), U*AUS(9)

= (&), ' (4)&(9)
= p(cl'(4))
= (&' *(9))(4)
= (&(c"*(9)), A(E(cC"*(@)),

zasve AeM.
Zbog jedinstvenosti prikaza vektora u konusu 2, dobijamo

Ul@)&(@) = &' *(@) .

Ovim smo dokazali svojstvo (b) i istovremeno dokazali da je
a - U(ay reprezentacijaidaje U(a) jedinstveno.

Neprekidnost preslikavanja o —~ U(e) 1 U(a) — o, u razlicitim
topologijama, opisanim u korolaru, slijedi iz Teoreme 3.31.(b) 1 iz
¢injenice da je

[U(@)-UB)| = U@ ~U(B))s] -
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Posljednja jednakost proizilazi iz ¢injenice da svaki vektor we# ima
jedinstvenu dekompoziciju (Propozicija 3.28.) :

W=y =y iy —yy,
gdie v, €?, v; Ly, w; Ly, 1 Ul uvazava ovu dekompoziciju.

Jednakost slabe, jake i jake* topologije, na unitarnoj grupi U(ZH), na
Hilbertovom prostoru #, proizilazi iz jednakosti

|V -Uw| = -0y, v-Uw

= 2| -y, Uy) - Uy V).

Znaci, ako V' —> U slabo, tada V' —> U jako, i analogno V* - U* jako.
Time je korolar dokazan. [
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3.5. PRIMJENE MODULARNE TEORIJE TOMITA-
TAKESAKI U KVANTNOJ MEHANICI

Modularna teorija Tomita-Takesaki pronasla je  mnoge
primjene u kvantnoj teoriji polja i kvantnoj statistickoj mehanici.
Modularna grupa automorfizama zadovoljava tzv. KMS-uslov, osobinu
fizickog znacCaja u kvantnoj teoriji mnogocesticnih sistema koja
ukljucuje kvantnu statisticku mehaniku 1 kvantnu teoriju polja. Pod
takvim okolnostima, za odgovraraju¢u algebru M 1 stanje ®, grupa
automorfizama {op} predstavlja vrijeme razvoja sistema koji
zadovoljava modularni uslov. Dakle, s jedne strane {op} je modularna
grupa automorfizama para (M,Q), a sa druge strane ® je stanje
ravnoteze za inverznu temperaturu .

Proucavanjem pomenutih karakteristika, uoCeno je da
modularni objekti A", J, odredenih algebri opservabli i stanja ifriraju
dodatne fizikalne informacije. Naime 1975. godine uoCeno je da
unitarna grupa {A"} implementira grupu posebnih Lorentzovih
transformacija, tzv. Lorentzovih pojacivaca, koja oblasti oblika klina u
prostoru Minkowskog ostavljaju invarijantim. Ova osobina je nazvana
modularna kovarijansa. Modularna konjugacija ili modularna involucija
J implementira refleksiju prostor-vremena oko ivice klina.Ovo otkrice
je intenziviralo dalja istraZivanja u okviru kvantne teorije.

U nastavku ovog poglavlja osvrnu¢emo se na neke veze
modularne teorije i1 kvantne statisticke mehanike, te kvantne teorije
polja.

KMS uslov

Modularna grupa automorfizama zadovoljava Kubo—Martin—Schwinger
(KMS) uslov koji se u matemati¢koj fizici, preciznije statistickoj
mehanici 1 kvantnoj teoriji polja, koristi za karakterizaciju stanja
temperaturne ravnoteze kvantnih sistema.

Neka je M von Neumannova algebra 1 {owlt ER} o(X, F)-slabo
neprekidna jednoparametarska grupa automorfizama algebre A/ Stanje
& zadovoljava KMS uslov za (inverznu temperaturu) f (0 < <o) u
odnosu na grupu {o; [t € R}, ako za bilo koje A,BE M  postoji
kompleksna funkcija f4 p(z), analiti¢ka na traci {z € C| 0 < Imz < f} 1
neprekidna na njenom zatvorenju, takva da je

Jas(t) = P(ou(4)B)
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Jas(t +if) = P(Ba(4))

za sve t £ R. Takvo stanje @ ¢emo nazivati KMS-stanjem.

U ovom slucaju je
(ap(4)B) = B(BA),

za sve A, B koji pripradaju o(X,F)-slabo gustoj, a-invarijantnoj
*-podalgebri algebre M.
Takva KMS stanja su a-invarijantna, odnosno vrijedi,

D(a(4)) = D(A) zasve A, BE M 1tER,

1 pored toga su stabilna 1 pasivna.

Svako vjerno normalno stanje zadovoljava KMS uslov za f =1 u
odnosu na odgovarajuu modularnu grupu automorfizama. U nastavku
¢emo ovaj uslov nazivati modularnim uslovom.

Teorema 3.33. Neka je M von Neumannova algebra sa ciklickim i
separirajucim vektorom €. Tada indukovano stanje @ na M
zadovoljava modularni uslov u odnosu na modularnu grupu {o; |t € R}
automorfizama asociranu paru (M, ).

Dakle, modularna grupa automorfizama je obdarena analitiénoS¢u
povezanom sa KMS-uslovom, a to je mocan alat u mnogim primjenama
modularne teorija u matematickoj fizici. Osim toga, na fizikalna
svojstva 1 tumacenja KMS-uslova cesto se poziva kod primjene
modularne teorije u kvantnoj fizici. KMS uslov za modularnu grupu
automorfizama obezbjeduje vezu izmedu vrijednosti w(4AB) 1 w(BA), za
sve A,BE M.

Treba napomenuti da je modularni uslov restriktivan. Naime, samo
modularna grupa moze zadovoljiti modularni uslov za (M,Q), a
modularna grupa za jedno stanje moZe zadovoljiti modularni uslov
samo za stanja koja se razlikuju od prvobitnog djelovanjem elementa iz

centra algebre M.

Teorema 3.34. Neka je M von Neumannova algebra sa ciklickim i
separirajucim vektorom € i neka je {o,} odgovarajuca modularna
grupa automorfizama. Ako indukovano stanje w zadovoljava

modularni uslov u odnosu na grupu {o,| t € R} automorfizama algebre,
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tada se {o,} mora podudariti sa {o,}. Osim toga, normalno stanje y na
M zadovoljava modularni uslov u odnosu na {o,} ako i samo ako

v() = o) = o (1 1)

za neki jedinstven pozitivan injektivan operator h asociran centru
algebre M.

Pozitivna energija

Razvoj (promjena) sistema u vremenu se u kvantnoj fizici Cesto
predstavlja kao jako neprekidna grupa {U(t) = ¢’ | t € R } unitarnih
operatora, dok se genearator H interpretira kao sveukupna energija
sistema. Postoji veza izmedu modularne strukture 1 pozitivne energije,
Sto je u osnovu mnogih primjena u kvantnoj teoriji polja.

Sljedeca teorema koju navodimo bez dokaza motivisana je
pomenutim otkri¢ima iz 1975. godine:

Teorema 3.35. Neka je M von Neumannova algebra sa ciklickim i
separirajucim vektorom Q i neka je {U(t)} neprekidna unitarna grupa
za koju vrijedi U(t) M U(-t) CM, za sve t =0.

Tada bilo koja dva od sljedecih uslova implicira treci:

(1) U@ =", H =0,
2) U)Q =Q, zasve t ER,
(3) A" U(s) 4", = Ue™s) i JU(s)J = U(-s), za sve s, t ER.

Modularna nukleranost i osobine faznog prostora

Modularna teorija se moze koristiti za izrazavanje fizikalno smislenih
osobina kvantnih ,,faznih prostora® pomocu uslova kompaktnosti i
nuklearnosti odredenih presilkavanja.

Neka je Or €02  neprazan ograni¢en otvoren podprostor
prostora Minkowskog sa odgovaraju¢om algebrom opservabli A(O1)
C A(02) i neka je modularni operator asociran sa A(02) (koji je
ciklicki i separirajuci za A(0O2) ).

Za svaki L €(0, 1/2) definiSimo preslikavanje =;: A(O1) —H na sljedeéi
nacin

=, (4) = A AQ.
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Kompaktnost bilo kojeg od ovih preslikavanja implicira kompaktnost
svih ostalih. Osim toga, 1’ norme ovih preslikavanja su medusobno
povezane 1 daju mjeru lokalnih stepena slobode sistema. Kompaktnost
1 normiranost ovih preslikavanja povlate uslov jake statisticke
nezavisnosti koji se naziva osobina razdvajanja. Obrnuto, osobina
razdvajanja implicira kompaktnost svih preslikavanja. Stavise,
egzistencija stanja temperaturne ravnoteze u globalnoj algebri
opservabli moZe se izvesti iz pogodnih uslova pomenutih normi.

Geometrijsko modularno dejstvo
Modularni objekti u kvantnoj teoriji polja, asocirani sa oblastima oblika
klina 1 vakuumskim stanjima u prostoru Minkowskog, imaju
geometrijsko znacenje nazvano geomterijsko modularno dejstvo. Ova
¢injenica izvorno je data u okviru aksioma Wightmana.
Postoje dva nacina proucavanja geometrijskog modularnog dejstva u
kvantnoj teoriji polja. Prvi se zasniva na modularnoj kovarijansi, a
drugi na na modularnim involucijama.

Ovdje ¢emo dati kratak osvrt na drugi nacin razmatranja
geometrijskog modularnog dejstva.
U ovom pristupu ne pretpostavlja se a priori veza izmedu modularnih
objekata, a izometrije prostor-vremena se podrazumijevaju. Glavna
pretpostavka je da uz dati vektor stanja Q 1 von Neumannove algebre
A(0) lokalizovanih opservabli na prostor-vremenu, postoji familija "W
podskupova prostor-vremena takvih da je

JwR(W)Iw E{R(W) WEW}, za svaki W, W, EW.

Ovaj se uslov eksplicitno ne odnosi na izometrije niti druge specijalne
osobine pa se moze primjeniti na opée zakrivljeno prostor-vrijeme u
kvantnoj teoriji polja.
Za odredeno prostor-vrijeme, ukljucujuci 1 prostor Minkowskog, pod
odredenim dodatnim tehni¢kim pretpostavkama, modularna involucija
sadrzi dovoljno podataka za determinisanje dinamike sistema, grupe
izometrija prostor-vremena, 1 neprekidne unitarne reprezentacije grupe
izometrija koja djeluje kovarijantno na opservable ostavljaju¢i stanja
invarijantna. U posebnim slucajevima, uklju¢uju¢i 1 slucaj prostora
Minkowskog, moguce je izvesti samo prostor-vrijeme pomocu grupe J
generisane modularnim involucijama {Jw| WEW .

139



[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]
[15]

[16]

[17]

Pregled modularne teorije Tomita-Takesaki

LITERATURA

Araki, H. (1999) Mathematical Theory of Quantum Fields,
Oxford University Press

Arveson, W. (1976) An Invitation to C*-Algebras, Springer-
Verlag, New York,

Bingren, L. (1999) Real Tomita-Takesaki Theory, Chinese
Annals of Mathematics, Vol.20, No.4, www.worldscinet.com

Bratteli, O., Robinson, D. W. (1987) Operator Algebras and Quantum
Statistical Mechanics I, Springer, New York, 2nd edition

Dunford, N., Schwartz, J. T. (1963) Linear Operators 11,
Interscience Publishers, New York-London

Emch, G. G. (1972) Algebraic Methods in Statistical Mechanics
and Quanntum Field Theory, Willey-Interscience, New York

Gallavotti, G., Pulvirenti, M. (1976) Classical KMS Condition
and Tomita-Takesaki Theory, Commun. math. Phys. 46, pp.1-9

Gelfand, I. M., Vilenkin, N. J. (1961) Some Aplications of
Harmonic Analysis. Hilbert spaces, rusko izdanje, Moskva, 1961.

Goldberg, R. (1961) Fourier Transforms, University Press, Cambridge,

Halmos, P. R. (1982) A Hilbert Space Problem Book, Springer-Verlag, New
York, second edition

Kurepa, S. (1990) Funkcionalna analiza. Elementi teorije operatora, Skolska
knjiga, Zagreb

Pjani¢, K. (2005) Von Neumannove algebre i modularna teorija Tomita-
Takesaki, magistarski rad, Univerzitet u Istoénom Sarajevu

Pjani¢, K. (2007) On functional equation U, + U, =V, + V., on Banach space,
Sarajevo Journal of Mathematics, Vol 16, Sarajevo 2007, pp.241-248

Rudin, W. (1973) Functional Analysis, McGraw-Hill, New York
Sakai, S. (1998) C*-Algebras and W*-Algebras, Springer, Berlin

Schlingemann, D. (1999) Application of Tomita-Takesaki theory in algebraic
euclidean field theories, http/arxiv.org/abs

Sherman, D. (2003) Introduction to the modular theory of von Neumann

140



[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

Pregled modularne teorije Tomita-Takesaki

algebras: Tomita’s Theorem, RAP Seminar on non-comutative L_spaces,
http//www. math uiuc.edu/

Shulman, V. S. (1997) Quasivectors and Tomita-Takesaki Theory for
Operator Algebras on I'l; —Spaces, Reviews in Mathematical Physics, Vol. 9,
No 6, World Scientific Publising Company

Summers, S. J. (2005) Tomita—Takesaki Modular Theory,
arXiv:math-ph/0511034v1

Takesaki, M. (1979) Theory of Operator Algebras I, Springer-Verlag, New
York

Takesaki, M. (2003) Theory of Operator Algebras II, Springer, Berlin

Takesaki, M. (1970) Tomita’s Theory of Modular Hilbert Algebras and its
Applications, Springer-Verlag, Berlin-New York

Vajzovi¢, F. (1972) Funkcionalna analiza, predavanja na Il stepenu studija
matematike, Sarajevo

Vukovi¢, M. (2003) Teorija grupa i reprezentacija s primjenama u fizici,
Univerzitetska knjiga, Sarajevo

141



